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Avant-propos

L’écriture d’un mémoire d’habilitation à diriger des recherches est un exercice de style, avec ses
règles propres. En l’espèce, il ne s’agit ni plus ni moins que de résumer sa vie, fût-elle professionnelle,
en une quarantaire de pages. Fichtre ! Tout ça pour ça. C’est moins effrayant que de savoir que son
code génétique tient sur un CD, mais tout de même, ça fait un choc. Pour me rassurer, j’ai inclus
un dessin à ce mémoire, réalisé par ma fille Zoé et reproduit ci-dessous : au moins, dans sa version
originale, ce mémoire est d’entropie infinie...

Évidemment, et en toute modestie, j’ai échoué. Il a fallu faire des coupes sombres. J’ai donc
orienté le mémoire vers les résultats en lesquels je crois le plus et qui, soyons fous, peut-être, me
survivront. Les autres sont cités dans l’introduction.

Une conséquence logique de l’exercice est un texte égocentré, dont la bibliographie 1 est le signe
patent. J’espère que cela ne masquera pas le fait que, bien sûr, mes résultats (nos, devrais-je dire)
n’auraient pas vu le jour sans mes camarades de fortune. Dans la brume, aux frontières de la
connaissance, on a besoin des autres pour se rassurer et avancer.

J’espère que ce mémoire servira à d’autres. J’ai en tout cas pris beaucoup de plaisir à l’écrire,
ce qui est bon signe, sans être un gage de réussite. Peut-être est-ce simplement lié au fait d’écrire
en français 2, ce qui, par déformation professionnelle, m’arrive si rarement. C’est sûrement aussi la
satisfaction de rassembler des idées qui trainaient çà et là, comme on range des bibelots tapis au
fond d’un tiroir, et de découvrir, comme souvent dans ces cas-là, quelques trésors oubliés.

« S’il te plaît... dessine-moi Internet »

1. Je précise ici que, contrairement à l’usage, nous avons systématiquement choisi l’ordre alphabétique pour la
signature des articles ; un pour tous et tous pour un !

2. Du français, ça ? Des équations pleines de gros mots, oui ! (note d’une amie artiste).
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Chapitre 1

Introduction

« My experiences also strongly confirmed my previous
opinion that the best theory is inspired by practice

and the best practice is inspired by theory. »

Donald E. Knuth, Theory and Practice,
Theoretical Computer Science, 1991.

1.1 Entre théorie et pratique

Ce sont des questions très pratiques qui ont donné naissance à l’analyse de performance des
réseaux, puis à la théorie des files d’attente qui en est issue. Au début du XXème siècle, deux
ingénieurs scandinaves, Agner Krarup Erlang et Tore Olaus Engset, trouvent indépendamment des
formules très proches pour calculer la probabilité de rejet d’un appel téléphonique pour un ensemble
d’usagers reliés au même concentrateur. Ainsi, les opérateurs téléphoniques peuvent dimensionner
leur réseau au plus juste, tout en garantissant une qualité de service acceptable à leurs clients.

Figure 1.1 – Illustration de la « plastique » de l’informatique et des réseaux, entre aléa et
structure : une vue graphique de la page d’accueil de Wikipedia, réalisée à partir de http:
//www.aharef.info.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Aujourd’hui encore, cette discipline scientifique est d’abord motivée par la minimisation du
coût des réseaux, tant en termes d’investissement (installation de nouveaux équipements) que
d’exploitation (maintenance, consommation énergétique). Naturellement, les réseaux sont devenus
extraordinairement complexes, et la qualité de service associée a pris de multiples formes (débit,
délai, taux de perte). La théorie a donc évolué avec la technologie, tantôt la précédant (le RNIS 1),
tantôt la suivant (Internet).

Cette interaction, extrêmement féconde, est l’une des caractéristiques les plus remarquables de
ce domaine de recherche : beaucoup plus que les systèmes physiques ou biologiques, les réseaux
et systèmes informatiques sont maléables, évolutifs. On peut à loisir changer les règles du jeu
(les algorithmes, les protocoles) ; les expériences sont faciles et peu coûteuses. Cette souplesse du
matériau rend la théorie d’autant plus nécessaire : comme tout ou presque est possible, elle est
une aide précieuse pour faire les bons choix, et concevoir in fine des réseaux performants et fiables.
Réciproquement, la recherche d’outils théoriques devrait toujours être guidée par les problèmes
que se posent (vraiment) les ingénieurs, sous peine de résoudre de faux problèmes, promis à l’oubli.

Ceci m’a conduit à présenter mes résultats par leur côté pratique, applicatif, plutôt que théo-
rique. D’abord, c’est ce qui a motivé mon travail (et intéressé mon employeur). Ensuite, cela rendra
la lecture du mémoire plus facile, selon le principe qu’un dessin (ou un exemple) vaut toujours mieux
qu’un long discours. Enfin, cela ne nuit pas à l’applicabilité des outils mathématiques sous-jacents
à d’autres domaines de l’informatique, de même que les premiers modèles de partage temporel de
processeurs sont utilisés dans ce mémoire à de toutes autres fins.

1.2 L’aléa du trafic

La formule d’Erlang, que nous introduisons au chapitre suivant, reste l’archétype du résultat
d’analyse de performance. Elle résume par une expression très simple l’impact de l’aléa du trafic
téléphonique (instants des début et fin d’appel, tels qu’illustrés par la Fig. 1.2) sur la qualité de
service, exprimée par la probabilité de rejet d’un appel (ou blocage). Une propriété essentielle de
cette formule est son insensibilité : elle ne dépend des caratéristiques du trafic qu’au travers une
valeur moyenne 2 représentant l’intensité de trafic, définie comme le produit du taux d’arrivée des
appels par leur durée moyenne, exprimée en Erlangs et égale par la loi de Little au nombre moyen
d’appels simultanés en l’absence de blocage (la « hauteur » moyenne de la bande sur le graphe (a)
de la Fig. 1.2). Ceci explique largement le succès de cette formule, à la fois simple et robuste,
utilisée encore aujourd’hui malgré le profond bouleversement qu’ont connu la technologie et les
usages de la téléphonie.

(a) (b)
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Figure 1.2 – Aléa du trafic (a) téléphonique, (b) de données.

1. Réseau numérique à intégration de service, normalisé en 1984.
2. Contrairement à une idée reçue, il n’est même pas nécessaire de supposer que les appels arrivent selon un

processus de Poisson, cf. [6].



1.3. PRINCIPE DE MODÉLISATION 9

Le Graal, c’est une formule d’Erlang applicable aux réseaux de données. Car, comme en télé-
phonie, la qualité des services liés à Internet dépend avant tout du fait que les ressources du réseau
sont partagées par un nombre dynamique et aléatoire d’utilisateurs actifs. Schématiquement, des
flots de données sont générés à des instants aléatoires et ont des volumes aléatoires, comme illustré
par le graphe (b) de la Fig. 1.2. L’intensité de trafic se définit alors comme le produit du taux
d’arrivée des flots par leur volume moyen, en bit/s. Idéalement, on souhaiterait que la performance
ne dépende également des caractéristiques du trafic que par son intensité, de manière à avoir des
résultats insensibles aux évolutions futures du trafic.

Notons que le trafic n’est évidemment pas la seule source d’aléa dans les réseaux. La topologie
même du réseau, la propagation des signaux dans les différents media du réseau, notamment radio,
et certains algorithmes d’accès au medium (dont Ethernet) en sont des exemples notables. Nous
négligerons ces aspects, qui peuvent être typiquement analysés séparément ; quelques exemples sont
cités au §1.5 ci-dessous.

(a) (b)

Figure 1.3 – Autres sources d’aléa : (a) positionnement d’antennes, (b) propagation de signaux.

1.3 Principe de modélisation
La modélisation consiste de manière générale à représenter un système réel complexe par une

forme mathématique plus simple, permettant de mieux comprendre son fonctionnement et d’en
calculer certaines grandeurs. Tout l’art consiste à faire les bonnes hypothèses, pour ne retenir
que ce qui compte, le cœur du système. Dans notre cas, il s’agit de garder tout ce qui a trait au
partage dynamique des ressources, sur des échelles de temps typiquement supérieures au temps de
transmission d’un paquet (disons 100 ms, pour donner un ordre de grandeur). Nous négligerons
donc les phénomènes de niveau paquet (accès au medium, propagation, algorithmes de contrôle de
congestion) pour nous concentrer sur les phénomènes de niveau flot, sous certaines hypothèses de
partage des ressources entre ces flots.

Concrètement, chaque flot de données sera représenté par un fluide s’écoulant à un certain
débit variant instantanément à chaque arrivée ou départ d’un autre flot, avec une valeur maximale
fonction de la ligne d’accès de l’utilisateur. Les flots sont générés selon un certain processus stochas-
tique (typiquement Poisson) et quittent le réseau une fois que leur volume (également aléatoire)
est écoulé. La durée des flots dépend donc du débit reçu, et par suite de l’état de congestion du
système. Le trafic est dit élastique 3, ce qui est une différence fondamentale avec la téléphonie : on
verra que les résultats de performance sont très différents de ceux obtenus à partir de la formule
d’Erlang.

3. Certains flots ne sont pas élastiques dans l’Internet : c’est le cas de la téléphonie ou la transmission audio ou
vidéo en streaming par exemple. Sous certaines hypothèses de partage des ressources, on peut néanmoins montrer
que le modèle considéré où tout le trafic est élastique est un pire cas [29].
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Le modèle se résume donc, en plus des caractéristiques statistiques du trafic, par une politique
de partage des ressources entre les flots en cours. Dans le cas d’un lien unique, et pour des flots
de même débit crête, une hypothèse naturelle est que le partage est parfaitement équitable. Cette
hypothèse, qui est loin d’être déraisonnable [1], donne des résultats de performance insensibles, qui
sont à ce titre les extensions naturelles de la formule d’Erlang aux réseaux de données.

Lorsque les flots ont des débits crête différents, ou des routes distinctes dans le réseau, la notion
de partage « équitable » devient ambigüe. Les modes de partage les plus couramment utilisés sont
issus des sciences économiques et sociales : ce sont par exemple les notions d’équité max-min [3] ou
d’équité proportionnelle [52]. Il s’avère que, pour obtenir des résultats insensibles, la bonne notion
d’équité est l’équité dite équilibrée, qui ne coïncide avec l’équité max-min ou l’équité proportionnelle
que dans certains cas particuliers [27]. Malgré leurs différences, nous verrons que ces modes de
partage donnent des résultats de performance très proches, l’avantage clé de l’équité équilibrée
étant de conduire à des formules explicites. Au passage, la similitude des résultats obtenus relativise
les débats sans fin qui animent la communauté scientifique sur la « bonne » notion d’équité, débats
généralement issus de l’analyse de systèmes statiques et perdant tout sens en dynamique, avec
arrivées et départs de flots. L’aléa bat les cartes, et, comme souvent, nous simplifie la tâche.

1.4 Structure du mémoire

Le mémoire est organisé comme illustré par la Fig. 1.4. Le chapitre 2 se focalise sur un lien
unique partagé par des flots de même débit crête ; c’est le cas homogène, qui généralise la formule
d’Erlang aux réseaux de données. Les deux chapitres 3 et 4 sont indépendants : le premier traite
du cas où les utilisateurs ont des débits crête différents, le second du cas où plusieurs liens sont
partagés simultanément ; dans les deux cas, on supposera le partage conforme à l’équité équilibrée.
On me pardonnera j’espère la présentation monotone de ces trois chapitres, qui permet d’avancer
pas à pas vers des modèles très généraux, esquissés au chapitre 5. Le chapitre 6 conclut le mémoire.

Introduction

Chapitre 1

Partage d’un lien

Chapitre 2

Chapitre 3

Systèmes multi−débits

Chapitre 4

Réseaux

Chapitre 5

Chapitre 6

Conclusion

Extensions

Annexe A

Réseaux de Kelly−Whittle

Annexe B

Biais d’activité

Annexe C

Equité équilibrée

Figure 1.4 – Dépendance des chapitres et annexes du mémoire.

Des notes bibliographiques accompagnent la fin de chacun des chapitres 2 à 5. La plupart des
résultats sont illustrés par des courbes, sous une forme utile à l’ingénieur : charge maximale à ne
pas dépasser en fonction de la capacité pour un critère de performance donné. Enfin, les formules
données dans les chapitres 2 et 3 sont implémentées dans des outils disponibles sur :

http://www.telecom-paristech.fr/~bonald/hdr.
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1.5 Résumé des contributions
Comme ce mémoire vise à présenter l’ensemble de mes travaux depuis ma thèse de doctorat,

j’en fais ici un court résumé par thème de recherche. Le mémoire est axé sur les trois premiers
thèmes.

Modèles de trafic. Nous montrons dans [6] et [35, 1] pour les réseaux à commutation de circuits
et les réseaux de données, respectivement, que les propriétés usuelles d’insensibilité, liées à la
distribution de la taille des requêtes (durée d’appel, volume de données), s’étendent au processus
d’arrivée des requêtes lorsque celles-ci sont générées les unes après les autres au sein de sessions
utilisateurs. Les modèles sont donc encore plus robustes que ce que l’on pense généralement. Ces
résultats mettent par ailleurs en lumière le continuum qui existe entre modèles de type Engset
(avec un nombre fini de sessions) et modèles de type Erlang (avec arrivées de sessions selon un
processus de Poisson).

Équité équilibrée. L’équité équilibrée est introduite dans [27]. Nous montrons notamment
qu’elle ne coïncide pas avec les modes de partage usuels, sauf dans deux cas très particuliers :
un lien unique avec le même débit crête pour tous les flots, et un hypercube homogène, pour
l’équité proportionnelle et en l’absence de débit crête. Nous donnons dans [42] une méthode de
calcul pour les réseaux en arbre, et dans [41] une formule récursive pour les systèmes multi-débits,
qui sera présentée au chapitre 3. Des approximations et bornes sur le débit moyen sont données
dans [7, 25, 28]. Les résultats sont présentés dans un contexte plus général, où la région de capacité
est un polytope convexe ou un ensemble convexe quelconque, dans [8] et [20], respectivement.

Qualité de service. Un résultat important donné en annexe B est que, pour le calcul de la
distribution du débit instantané obtenu par un utilisateur, il convient de pondérer la distribution
stationnaire de l’état du système par le nombre de flots en cours [39]. En effet, le point de vue des
utilisateurs est biaisé par leur présence dans le système. La méthode de calcul du taux de perte
introduite au chapitre 2 est donnée dans [10]. La relation très simple qui lie le taux de perte au
débit moyen est nouvelle, de même que l’approximation du débit moyen qui en résulte dans un
réseau (voir chapitres 2 à 4). D’autres résultats sur la qualité de service concernent le calcul du
délai d’attente dans les routeurs par des modèles de niveau paquet [32, 21] et la proposition de
gestion du trafic par flot dans le réseau [23].

Dimensionnement. Dans [22] et [33], nous appliquons les modèles de trafic élastique au dimen-
sionnement des réseaux fixes et mobiles, respectivement. Nous considérons le trafic non-élastique
(voix, streaming) dans [29], et montrons que, pourvu que ces flots subissent le même sort que les
flots élastiques (et donc s’adaptent à la congestion), ce trafic peut être considéré comme élastique
pour le dimensionnement : l’approximation est conservative. Par ailleurs, nous montrons dans [38]
que l’hypothèse usuelle d’homogénéité des sources dans un modèle de type Engset est également
conservative, ce qui étend aux réseaux de données un résultat montré par Dartois pour les réseaux
téléphoniques [43].

Files d’attente. Une contribution significative en théorie des files d’attente a été de prouver
que les réseaux de Kelly-Whittle sont les seuls réseaux insensibles, sous la discipline de service
processeur partagé et avec routage aléatoire de clients [26]. Ce résultat est notamment utilisé
pour montrer que l’équité équilibrée est le seul mode de partage insensible et efficace (c’est-à-dire
utilisant au mieux les ressources), ce qui était d’ailleurs la première motivation pour l’étude de
cette classe de réseaux de files d’attente. Nous présentons dans [40] une autre classe de réseaux
ayant la propriété d’insensibilité, avec discipline de service symétrique et mélange aléatoire de
clients à chaque mouvement dans le réseau. Enfin, nous donnons dans [30] des bornes pour des
réseaux possédant une certaine propriété de monotonie ; ce résultat est utilisé dans le mémoire
(voir l’annexe B).
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Stabilité. De nombreuses questions liées à l’efficacité du partage des ressources d’un réseau se
réduisent à une analyse de stabilité. Nous avons montré à ce titre qu’il est généralement efficace
de partager les ressources de manière équitable ; a contrario, le traitement prioritaire de certaines
classes de service empêche la pleine utilisation des ressources [18]. En cas d’instabilité, c’est le
comportement des utilisateurs face à la congestion qui permet de réguler le système et d’atteindre
un certain équilibre [37]. Dans [14], nous étudions la perte d’efficacité liée à un abandon du contrôle
de congestion, et les mécanismes à mettre en œuvre dans le réseau pour limiter cette perte.

Réseaux sans fil. Nous proposons dans [33] un modèle de niveau flot pour les réseaux HDR
et HSDPA 4, incluant l’aléa lié à la position des mobiles et à la propagation du signal radio. Les
impacts respectifs de la mobilité et des interférences sont abordés dans [13, 34] et [11, 12, 31]. La
capacité optimale d’un réseau cellulaire, combinant analyse de stabilité et théorie de l’information,
est donnée dans [34]. Le cas spécifique des réseaux WLAN, incluant l’accès aléatoire au medium,
est analysé dans [15, 16].

Algorithmique. Un mécanisme d’accès radio opportuniste, le score-based scheduler, est proposé
et analysé dans [4, 5]. Une politique de routage dynamique préservant l’insensibilité du système est
étudiée dans [17]. Nous analysons dans [36] l’impact de divers algorithmes d’ordonnancement de
paquets sur la performance des réseaux fixes. Enfin, nous considérons dans [19] diverses stratégies
d’échange d’information entre pairs dans le cadre d’une diffusion d’un flux temps-réel en pair-à-
pair, et proposons dans [24] un nouvel algorithme d’accès au medium pour les anneaux optiques à
commutation par paquet.

1.6 Notations
Pour faciliter la lecture du mémoire, j’utiliserai les notations suivantes pour tous vecteurs a, b

de dimension N :

ab = ab11 . . . abNN , ab = (a1b1, . . . , aNbN ), a! = a1! . . . aN !,

(
a

b

)
=

(
a1
b1

)
. . .

(
aN
bN

)
.

Par ailleurs, je noterai |a| la somme des composantes de a, a ≤ b pour l’inégalité par composante,
e1, . . . , eN les vecteurs unités et e leur somme. J’emploierai le signe I pour la fonction indicatrice.
Enfin, j’utiliserai la même notation x pour la variable aléatoire et ses valeurs, ce qui ne prête pas
à confusion dans le texte.

4. High Data Rate et High-Speed Dowlink Packet Access, respectivement, standards CDMA2000 et UMTS des
réseaux radio 3G.



Chapitre 2

Partage d’un lien

Ce chapitre est consacré au modèle de partage d’un lien unique par des utilisateurs. C’est
l’équivalent du modèle d’Erlang utilisé en téléphonie, le blocage des appels étant remplacé par le
partage des ressources en cas de congestion.

2.1 Modèle

On considère un lien de capacité C bit/s, comme illustré par la Fig. 2.1. Un certain nombre
d’utilisateurs sont connectés à Internet via ce lien, dit lien de collecte, et génèrent des flots de don-
nées de façon aléatoire. On suppose que ces flots arrivent selon un processus de Poisson d’intensité
λ ; leur volume suit une loi exponentielle de paramètre µ. L’intensité de trafic est donnée par le
produit α = λ/µ du taux d’arrivée des flots par leur volume moyen, exprimé en bit/s. La charge
du lien est le rapport ρ = α/C de l’intensité de trafic sur la capacité, grandeur sans dimension.

Dans ce chapitre, nous supposerons que tous les flots ont le même débit crête (le cas de différents
débits crête est traité dans le chapitre suivant). Ce débit crête commun est typiquement fonction
de la ligne d’accès des utilisateurs. Nous le prendrons comme unité de débit, de sorte que l’intensité
de trafic α s’exprime de manière équivalente en Erlangs : c’est le produit du taux d’arrivée des flots
par leur durée moyenne, calculée au débit crête. En notant x le nombre de flots en cours, chaque
flot a son débit crête tant que x ≤ C ; il y a congestion dès que x > C : les flots se partagent
alors le lien de manière équitable, chacun recevant le même débit C/x. Dans toute la suite, nous
prendrons C entier pour simplifier.

Figure 2.1 – Partage d’un lien de collecte.

Le nombre de flots en cours est un processus de naissance et de mort, avec taux de naissance
λ et taux de mort xµ si x ≤ C, Cµ sinon. On en déduit sa mesure invariante :

π(x) = π(0)
αx

x!
pour x = 0, 1, . . . , C et π(x) = ρπ(x− 1) pour x > C. (2.1)

Le processus est stable si et seulement si ρ < 1, ce que nous supposerons par la suite. Nous noterons
π sa loi stationnaire (donc après normalisation).

13



14 CHAPITRE 2. PARTAGE D’UN LIEN

L’hypothèse des arrivées de flots Poisson correspond au cas d’un grand nombre d’utilisateurs
connectés, chacun émettant une succession de flots bien espacés dans le temps. En fait, tous les
résultats présentés dans ce chapitre et dans les chapitres 3 et 4 restent valables pour un espacement
quelconque entre flots successifs générés par un même utilisateur ; il suffit que les « sessions »
associées, suites de flots générés par un même utilisateur, arrivent selon un processus de Poisson.
Les caractéristiques statistiques de ces sessions sont quelconques ; en particulier, le nombre de
flots par session, les volumes des flots et les durées des périodes d’inactivité entre deux flots sont
des variables aléatoires arbitraires, éventuellement corrélées, de moyennes finies. Seule compte
l’intensité de trafic totale générée, donnée par le paramètre α.

L’hypothèse des arrivées Poisson de sessions est valable dès que le trafic de chaque utilisateur est
relativement faible par rapport au trafic total. Nous analyserons au chapitre 5 l’impact d’un faible
nombre d’utilisateurs générant la majorité du trafic ; nous verrons que le trafic est typiquement
moins volatil dans ce cas, ce qui tend à améliorer la performance, à charge comparable. En fait,
l’hypothèse la plus forte est que chaque utilisateur génère ses flots en série et non en parallèle.
La présence de flots simultanés émis par un même utilisateur peut se modéliser par des sessions
parallèles, la ligne d’accès devenant le premier point d’agrégation du trafic. C’est le modèle de réseau
présenté au chapitre 4 qui s’applique alors ; nous verrons que chaque lien a en fait tendance à lisser
le trafic, de sorte que l’agrégation de trafic opérée par la ligne d’accès améliore la performance au
niveau du lien de collecte.

2.2 Taux de blocage
On considère tout d’abord le modèle d’Erlang, en l’absence de partage élastique. Lorsque x = C,

les flots arrivant sont bloqués et perdus. La distribution stationnaire du nombre de flots correspond
à la mesure invariante π tronquée à l’espace d’états {0, 1, . . . , C}, soit :

π(x) = π(0)
αx

x!
pour x = 0, 1, . . . , C.

Le système est toujours stable. Le taux de blocage est donné par π(C), soit :

B =
αC

C!

1 + α+ α2

2 + . . .+ αC

C!

. (2.2)

C’est la formule d’Erlang, dont la propriété d’« économie d’échelle » est illustrée par la Fig. 2.2(a) :
pour un taux de blocage fixé, la charge maximale croît en fonction de la capacité. Il est donc
toujours plus efficace de mettre les ressources en commun et de les partager. Cette propriété est
satisfaite par toutes les métriques de performance présentées ci-dessous : taux de congestion, taux
d’insatisfaction, débit moyen et taux de perte.

2.3 Taux de congestion
On considère maintenant l’impact du partage élastique des ressources. On s’intéresse tout

d’abord au taux de congestion, correspondant à la fraction du temps pendant laquelle x > C,
de sorte que le lien limite le débit des flots. Nous noterons ce taux :

G =
∑
x>C

π(x).

D’après (2.1), on peut exprimer le taux de congestion en fonction de la formule d’Erlang (2.2) :

G =
ρB

1− ρ+ ρB
. (2.3)

On note que G/ρ correspond à la formule d’Erlang à attente (c’est la probabilité que x ≥ C).
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(a) Taux de blocage (formule d’Erlang)
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(b) Taux de congestion
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(c) Taux d’insatisfaction
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(d) Taux de perte

Figure 2.2 – Charge maximale en fonction de la capacité pour diverses métriques de performance,
fixées à 5%, 1% et 0,1% (courbes de haut en bas).

2.4 Taux d’insatisfaction
Le taux de congestion vu des utilisateurs est biaisé par leur activité. Schématiquement, il y

a plus d’utilisateurs actifs en période de congestion, ce qui augmente le poids de ces périodes de
congestion. Plus précisément, la loi stationnaire du nombre de flots vu par les utilisateurs actifs
est proportionnelle à xπ(x), comme expliqué en annexe B. On en déduit le taux d’insatisfaction
suivant, correspondant à la fraction du temps (vue des utilisateurs) pendant laquelle les flots ont
un débit strictement inférieur au débit crête :

U =

∑
x>C xπ(x)∑
x xπ(x)

=
E(x I(x > C))

E(x)
. (2.4)

Or, on a d’après (2.1) et (2.3),

E(x) = ρC +
G

1− ρ
,

et en utilisant la loi de conservation (voir annexe A),

E(x I(x ≤ C)) = (ρ−G)C.

On en déduit l’expression :

U = 1− (ρ−G)C

ρC + G
1−ρ

. (2.5)
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2.5 Débit moyen
Plus généralement, on peut calculer la distribution du débit des flots vue des utilisateurs (et

non seulement la probabilité que celui-ci soit strictement inférieur au débit crête). Ce débit étant
égal à min(C/x, 1) en présence de x flots, on en déduit en particulier le débit moyen :

D =

∑
x≥1 min(Cx , 1)xπ(x)∑

x xπ(x)
=

E(min(x,C))

E(x)
. (2.6)

En utilisant l’équation de conservation (voir annexe A), on obtient l’expression suivante :

D =
ρC

E(x)
=

ρC

ρC + G
1−ρ

. (2.7)

En particulier, d’après la formule de Little, le débit moyen s’interprète comme le rapport du volume
moyen des flots par leur durée moyenne.

2.6 Taux de perte
Le calcul du taux de perte est plus délicat du fait que le modèle masque les phénomènes

microscopiques ayant lieu au niveau paquet. Une méthode simple consiste à supposer que les flots
sont au débit crête en entrée du lien (en pratique, les algorithmes de contrôle de congestion adaptent
le débit des flots pour limiter les pertes de paquets). Sous cette hypothèse conservative, le trafic
offert au lien est égal à x en présence de x flots. On en déduit le taux de perte :

L =

∑
x>C (x− C)π(x)∑

x xπ(x)
=

E((x− C) I(x > C))

E(x)
. (2.8)

On remarque d’après (2.6) que :
L = 1−D. (2.9)

2.7 Comparaison des métriques
On vérifie facilement que L,G ≤ U , ce qui fait du taux d’insatisfaction la métrique la plus

restrictive. On a par ailleurs L ≤ G dans la plupart des cas pratiques (il suffit que ρ(1− ρ)C ≥ 1),
ce qui fait du taux de perte la métrique la moins restrictive en général. On note, au vu de la
Fig. 2.2, que la formule d’Erlang B n’est une bonne approximation pour aucune des trois métriques
L,G,U , ce qui montre l’importance de la modélisation du partage élastique de la capacité pour le
dimensionnement des réseaux de données.

2.8 Notes bibliographiques
Les premiers modèles de partage « élastique » de ressources remontent à Kleinrock, qui s’in-

téressait à la performance des processeurs multi-tâches, partagés en temps [55]. Ces modèles sont
appliqués aux réseaux sans fil par Telatar et Gallager [66] et Stamatelos et Koukoulidis [65], puis
aux réseaux filaires par Heyman, Lakshman et Neidhardt [47] et Massoulié et Roberts [61]. Berger
et Kogan en déduisent des règles de dimensionnement pratiques pour les réseaux d’accès [2]. Alors
que la propriété d’insensibilité de ces modèles à la loi de la taille des requêtes était bien connue,
nous avons étendu cette propriété en tenant compte des « sessions » utilisateur dans [35, 1] pour
les réseaux de données et dans [6] pour les réseaux téléphoniques, en utilisant les résultats de Kelly
et Whittle [50, 64]. De nombreux articles se focalisent sur l’adaptation de ces modèles au partage
réalisé par TCP, ainsi que sur les métriques de performance associées, voir par exemple Kumar [54].
Nous avons souligné dans [39] l’importance du biais lié à l’activité des utilisateurs. La méthode de
calcul du taux de perte est présentée dans [10].



Chapitre 3

Systèmes multi-débits

On considère dans ce chapitre le cas de différents débits crête. Toujours par analogie avec la
téléphonie, ce modèle est l’équivalent du modèle d’Erlang multi-débits, introduit par Gimpelson
en 1965 et utilisé notamment dans les années 1980 pour dimensionner les réseaux numériques à
intégration de services (RNIS).

3.1 Modèle

On considère toujours un lien de capacité C bit/s. Il y a maintenant N classes d’utilisateurs,
chacune caractérisée par un certain débit crête. Pour tout i = 1, . . . , N , on note ci le débit crête de
la classe i, c le vecteur associé. Les flots de classe i arrivent selon un processus de Poisson d’intensité
λi ; leur volume suit une loi exponentielle de paramètre µi. On note αi = λi/(µici) l’intensité de
trafic en Erlangs, et α le vecteur associé. La charge du lien due à la classe i et la charge totale du
lien sont données respectivement par ρi = αici/C et ρ = α.c/C.

Soit xi le nombre de flots de classe i en cours ; on note x le vecteur associé. Chaque flot a son
débit crête tant que x.c ≤ C ; il y a congestion dès que x.c > C : les flots se partagent alors le
lien selon l’équité équilibrée présentée en annexe C. On note φi(x) le débit total de la classe i dans
l’état x, et φ(x) le vecteur associé. On supposera que la capacité C et les débits crête c1, . . . , cN
sont des multiples entiers d’une unité de débit arbitraire.

Figure 3.1 – Système multi-débits.

Le vecteur x définit un processus de naissance et de mort en dimensionN , avec taux de naissance
λi et taux de mort µiφi(x) pour la classe i. Sa mesure invariante est donnée par 1 :

π(x) = π(0)
αx

x!
si x.c ≤ C, π(x) =

N∑
i=1

ρiπ(x− ei) sinon. (3.1)

1. Voir le chapitre 1 pour les conventions de notation.
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Le processus est stable si et seulement si ρ < 1, ce que nous supposerons par la suite. Sauf mention
contraire, nous noterons π sa loi stationnaire.

3.2 Taux de blocage

Comme au chapitre 2, on considère tout d’abord le modèle d’Erlang multi-débits, en l’absence
de partage élastique. Les flots ne sont donc acceptés que si leur débit crête peut être garanti. La
distribution stationnaire du nombre de flots s’obtient à nouveau par troncation :

π(x) = π(0)
αx

x!
pour x.c ≤ C.

Le système est toujours stable. Le taux de blocage de la classe i est donné par :

Bi =
∑

x:C−ci<x.c≤C

π(x). (3.2)

On en déduit le taux de blocage moyen par flot :

B =

N∑
i=1

aiBi,

où ai est la probabilité qu’un flot arrivant soit de classe i. Si les flots ont la même taille moyenne
quelle que soit la classe, cette probabilité est proportionnelle à l’intensité de trafic αi. La Fig. 3.2(a)
illustre le résultat obtenu pour N = 3 classes, avec c = (1, 2, 10) et une répartition de charge égale
à 60%, 30%, 10% entre les classes 1, 2, 3.

Formule récursive. Le calcul des taux de blocage (3.2) à partir de la loi stationnaire (3.1) est
exponentiel en N et peut s’avèrer très lourd dès que N ≥ 3. Pour rendre le calcul linéaire en N , il
suffit de calculer les niveaux d’occupation du lien. On note, pour π(0) = 1, le poids relatif de l’état
d’occupation n :

f(n) =
∑

x:x.c=n

π(x).

On vérifie alors à partir de (3.1) que :

f(n) =

N∑
i=1

αici
n
f(n− ci) pour n = 1, . . . , C, (3.3)

avec f(0) = 1 et f(n) = 0 pour tout n < 0. En calculant :

f−i =
∑

C−ci<n≤C

f(n), f− =
∑
n≤C

f(n),

on en déduit les taux de blocage :

Bi =
f−i
f−

.

Comme nous allons le voir, toutes les métriques de performance présentées au chapitre 2 (taux de
congestion, taux d’insatisfaction, débit moyen et taux de perte) se déduisent peu ou prou de la
même formule récursive.
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(a) Taux de blocage
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(b) Taux de congestion
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(c) Taux d’insatisfaction
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(d) Taux de perte

Figure 3.2 – Charge maximale en fonction de la capacité pour divers critères de performance,
moyens (courbes du haut) et absolus1 (courbes du bas), tous fixés à 1%, avec c = (1, 2, 10).

3.3 Taux de congestion
On considère maintenant l’impact du partage élastique de la capacité. Le taux de congestion,

défini comme la fraction du temps où le lien limite le débit des flots, est donné par :

G =
∑

x:x.c>C

π(x).

La formule récursive (3.3) s’applique, et en notant :

f+ =
∑
n>C

f(n),

on vérifie à partir de (3.1) que :

f+ =

N∑
i=1

ρif
−
i

1− ρ
.

On en déduit :

G =
f+

f− + f+
.

1. C’est-à-dire satisfaits pour toutes les classes, et en particulier la classe 3, qui a les taux de blocage, taux
d’insatisfaction et taux de perte les plus élevés ; le taux de congestion est indépendant de la classe.
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3.4 Taux d’insatisfaction
Le taux de congestion vu des utilisateurs dépend de leur classe. Plus spécifiquement, la loi

stationnaire du nombre de flots vu par un utilisateur de classe i actif est proportionnelle à xiπ(x),
tandis que la loi stationnaire du nombre de flots vu par un utilisateur actif quelconque est propor-
tionnelle à |x|π(x) (voir annexe B). On en déduit comme au chapitre 2 les taux d’insatisfaction
respectifs :

Ui =

∑
x:x.c>C xiπ(x)∑

x xiπ(x)
=

E(xi I(x.c > C))

E(xi)
et U =

∑
x:x.c>C |x|π(x)∑

x |x|π(x)
=

E(|x| I(x.c > C))

E(|x|)
.

On remarque que :

U =

N∑
i=1

piUi, (3.4)

où pi est la probabilité qu’un flot actif soit de classe i :

pi =
E(xi)

E(|x|)
.

Par ailleurs, ces lois stationnaires biaisées par l’activité des utilisateurs permettent de calculer les
distributions de débit vues des utilisateurs de chaque classe. Comme dans le cas mono-classe, la
moyenne de chacune de ces distributions correspond au débit moyen usuel de la classe associée,
défini comme le rapport de la taille moyenne des flots par leur durée moyenne.

Formule récursive. Le calcul des taux d’insatisfaction se fait également à partir de la formule
récursive (3.3). On définit pour cela le poids relatif de l’état d’occupation n associé à la distribution
vue d’un utilisateur de classe i actif, toujours pour π(0) = 1 :

gi(n) =
∑

x:x.c=n

xiπ(x).

En utilisant l’équation d’équilibre local xiπ(x) = αiπ(x− ei) pour tout état x tel que x.c ≤ C, on
obtient gi(n) = αif(n− ci) pour tout n ≤ C. En notant g−i et g+i les sommes de gi(n) pour n ≤ C
et n > C, respectivement, on a :

Ui =
g+i

g−i + g+i
et U =

∑N
i=1 g

+
i∑N

i=1(g−i + g+i )
,

avec :

g+i = ρi
f−i + f+

1− ρ
+

N∑
j=1

ρjg
−
ij

1− ρ
, g−ij =

∑
C−cj<n≤C

gi(n).

3.5 Débit moyen
Les débits moyens d’un utilisateur de classe i et d’un utilisateur quelconque sont donnés res-

pectivement par :

Di =

∑
x φi(x)π(x)∑
x xiπ(x)

=
E(φi(x))

E(xi)
et D =

∑
x |φ(x)|π(x)∑
x |x|π(x)

=
E(|φ(x)|)

E(|x|)
.

Ces débits moyens sont liés par la relation :

D =

N∑
i=1

piDi.
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Par ailleurs, on a par la loi de conservation (voir annexe A) :

Di =
ρiC

E(xi)
et D =

ρC

E(|x|)
.

Ces expressions se calculent à partir de la formule récursive :

Di = ρiC
f− + f+

g−i + g+i
et D = ρC

f− + f+∑N
i=1(g−i + g+i )

.

3.6 Taux de perte
En appliquant la même méthode qu’au chapitre 2, on obtient les taux de perte des utilisateurs

de classe i et le taux de perte global :

Li =

∑
x (xici − φi(x))π(x)∑

x xiciπ(x)
=

E(xici − φi(x)))

E(xici)

et
L =

∑
x (x.c− |φ(x)|)π(x)∑

x x.c π(x)
=

E(x.c− |φ(x)|)
E(x.c)

. (3.5)

On remarque que :

L =

N∑
i=1

qiLi, (3.6)

où qi est la probabilité que le paquet d’un flot actif en entrée du lien (donc en supposant que ce
flot est au débit crête) soit de classe i :

qi =
E(xici)

E(x.c)
.

Par ailleurs, les taux de perte sont liés aux débits moyens par les relations :

Li = 1− Di

ci
et L = 1− D

c̄
, (3.7)

où c̄ est le débit crêt moyen d’un flot actif, soit :

c̄ =
E(x.c)

E(|x|)
.

Formule récursive. D’après (3.7), le taux de perte d’un utilisateur de classe i se déduit de la
formule récursive associée au débit moyen. Pour le taux de perte global, on déduit de (3.5) et de
l’équation de conservation l’expression :

L = 1− ρC

E(x.c)
.

On note alors, toujours avec π(0) = 1 :

h(n) =
∑

x:x.c=n

x.c π(x) = nf(n).

Soient h− et h+ les sommes de h(n) pour n ≤ C et n > C, respectivement. On obtient :

L = 1− ρC f− + f+

h− + h+
,

avec :

h+ =

N∑
i=1

ρici
f−i + f+

1− ρ
+

N∑
i=1

ρih
−
i

1− ρ
, h−i =

∑
C−ci<n≤C

h(n).
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3.7 Comparaison des métriques
Il découle de la monotonie du système, au sens défini en annexe B, que le taux de congestion

est toujours pire vu d’un utilisateur actif, soit G ≤ U et G ≤ Ui. On a par ailleurs Li ≤ Ui. Le taux
de perte global L et le taux d’insatisfaction global U ne satisfont pas une telle inégalité, ceux-ci
étant, d’après (3.4) et (3.6), les moyennes pondérées respectives des taux de perte Li et des taux
d’insatisfaction Ui avec des poids différents.

La Fig. 3.3 illustre les charges maximales obtenues avec les différentes métriques. On observe
que le taux d’insatisfaction est bien la métrique la plus restrictive, et que le taux de blocage utilisé
en général est une métrique bien différente des trois autres. On remarque également que ces résultats
sont très proches de ceux obtenus par simulation avec l’équité max-min ou l’équité proportionnelle
(ces deux modes de partage coïncident pour les systèmes multi-débits) ; les métriques sont calculées
sur la base de 107 arrivées de flots, après une période initiale de 104 arrivées.
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Figure 3.3 – Charge maximale en fonction de la capacité pour différents critères de performance,
moyens (à gauche) et absolus (à droite), tous fixés à 1%, avec c = (1, 2, 10).

3.8 Notes bibliographiques
Le modèle d’Erlang multi-débits est introduit par Gimpelson [46]. Une première version de la

formule récursive est donnée par Fortet et Grandjean [45] ; sa forme la plus générale est publiée
indépendemment par Kaufman [49] et Roberts [60]. Stamatelos et Koukoulidis sont les premiers
à utiliser un modèle multi-débits avec partage élastique, ce partage étant limité par un contrôle
d’admission [65] ; nous introduisons dans [27] le modèle multi-débits avec partage élastique complet,
tel que présenté dans le chapitre. La formule récursive associée est décrite dans [41] pour le débit
moyen, dans [10] pour le taux de perte.



Chapitre 4

Réseaux

Ce chapitre est dédié aux « vrais » réseaux, c’est-à-dire à l’influence simultanée de plusieurs
liens sur la performance. Si des formules existent pour chacune des métriques de performance
considérées dans les deux derniers chapitres, leur calcul s’avère bien souvent infaisable dès que le
réseau contient plus de deux ou trois liens. L’objectif de ce chapitre est de présenter les résultats
généraux et de tester sur un exemple simple la validité de l’approximation usuelle consistant à
considérer l’impact de chaque lien séparément.

4.1 Modèle
On considère un réseau constitué de J liens, comme illustré par la Fig. 4.1. On note Cj la

capacité du lien j en bit/s, et C le vecteur associé. Il y a N classes de flots, chaque classe i étant
caractérisée par une route ri dans le réseau constituée d’un sous-ensemble des liens. On note A la
matrice d’incidence associée, avec Aij = I(j ∈ ri). On suppose pour simplifier que tous les flots
ont le même débit crête, pris comme unité de débit (le cas multi-débits est traité dans le chapitre
suivant). Les flots de classe i arrivent selon un processus de Poisson d’intensité λi ; leur volume
suit une loi exponentielle de paramètre µi. On note αi = λi/µi l’intensité de trafic de la classe i
en Erlangs, et α le vecteur associé. La charge du lien j est donnée par :

ρj =

∑
i:j∈ri αi

Cj
=

(αA)j
Cj

. (4.1)

Figure 4.1 – Un réseau de J = 4 liens.

Soit xi le nombre de classe i en cours ; on note x le vecteur associé. Chaque flot a son débit crête
tant que xA ≤ C ; il y a congestion sur au moins un lien dès que xA > C : les flots se partagent
alors la capacité du ou des liens en congestion selon l’équité équilibrée. Plus spécifiquement, le débit
total de la classe i dans l’état x est donné par :

∀x : xi > 0, φi(x) =
Φ(x− ei)

Φ(x)
,

23
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où Φ(x) est la fonction d’équilibre :

Φ(x) =
1

x!
si xA ≤ C, Φ(x) = max

j

1

Cj

N∑
i=1

AijΦ(x− ei) sinon. (4.2)

C’est le seul partage qui assure la réversibilité du processus x et la saturation d’au moins un lien
du réseau dans tout état x tel que xA > C, au sens où :

∃j ∈ {1, . . . , J} :

N∑
i=1

Aijφi(x) = Cj .

Le vecteur x définit un processus de naissance et de mort en dimension N , avec taux de naissance
λi et taux de mort µiφi(x) pour la classe i. Sa mesure invariante est donnée par :

π(x) = π(0)Φ(x)αx,

soit

π(x) = π(0)
αx

x!
si xA ≤ C, π(x) = ρj

N∑
i=1

Aijπ(x− ei) sinon, (4.3)

pour tout j qui satisfait le maximum dans l’expression de la fonction d’équilibre (4.2). Le processus
est stable si et seulement si ρj < 1 pour tout j, ce que nous supposerons par la suite. Nous noterons
π sa loi stationnaire.

4.2 Taux de blocage
En l’absence de partage élastique, on obtient le modèle classique du réseau téléphonique. La

distribution stationnaire du nombre de flots s’obtient par troncation :

π(x) = π(0)
αx

x!
pour xA ≤ C.

Le système est toujours stable. Le taux de blocage de la classe i est donné par :

Bi =
∑

xA≤C, (x+ei)A6≤C

π(x). (4.4)

Cette expression n’est hélas calculable que pour des réseaux de petite taille. La plupart du temps,
on a donc recours à l’approximation suivante :

B̃i = 1−
∏
j∈ri

(1− bj), (4.5)

où bj est la formule d’Erlang (2.2) associée au lien j, c’est-à-dire pour Cj circuits et (αA)j Erlangs.
Ceci revient à considérer l’impact de chaque lien séparément, en supposant l’indépendance des
événements de blocage. Il s’avère que cette approximation de découplage est conservative au sens
où elle surestime le taux de blocage.

Les résultats obtenus sont illustrés par les Fig. 4.3 et 4.4 pour les classes 1 et 2, respectivement,
du réseau de la Fig. 4.2. Ce réseau de deux liens est caractérisé par le vecteur de capacité C ∝ (1, 2)
(dans tout le chapitre, la capacité sur l’axe des abscisses correspond à celle du lien 1) et la matrice
d’incidence :

A =

(
1 1
0 1

)
.

L’intensité de trafic est la même pour les deux classes. Les valeurs exactes obtenues à partir de
l’expression exacte du taux de blocage (et des autres métriques de performance) sont calculées
jusqu’à la limite permise par un programme C avec des variables de type double, soit une capacité
inférieure à 750. Les expressions approchées se calculent pour toute valeur de capacité. On observe
que l’approximation est excellente pour chaque métrique de performance. Elle semble également
constituer une borne, tout au moins pour cet exemple.
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Classe 1

Classe 2

Figure 4.2 – Un réseau de J = 2 liens et N = 2 classes.

4.3 Taux de congestion

On considère maintenant l’impact du partage élastique des liens. Le taux de congestion associé
à la classe i correspond à la fraction du temps pendant laquelle les flots de classe i n’ont pas leur
débit crête, soit :

Gi =
∑

x:xi>0,φi(x)<xi

π(x). (4.6)

L’approximation correspondante est donnée par :

G̃i = 1−
∏
j∈ri

(1− gj),

où gj désigne le taux de congestion du lien j, soit d’après (2.3) :

gj =
ρjbj

1− ρj + ρjbj
.

Pour calculer la valeur exacte des expressions (4.6) pour le réseau de la Fig. 4.2, on introduit
les quantités :

f− =
∑

x1≤C1, x1+x2≤C2

π(x), f+1 =
∑

x1>C1, x1+x2≤C2

π(x), f+2 =
∑

x1+x2>C2, x2>C2−C1

π(x).

On a d’après (4.3) :

f+1 =
α1f1

C1 − α1
, f+2 =

α1(f2 − f) + α2(f2 + g)

C2 − α1 − α2
,

avec
f = π(C1, C2 − C1), g =

α1f

C1 − α1
.

Les taux de congestion sont donnés par :

G1 =
f+1 + f+2

f− + f+1 + f+2
et G2 =

f+2
f− + f+1 + f+2

.

Des expressions similaires, non reproduites dans ce mémoire, existent pour les taux d’insatisfaction
et les taux de perte, ainsi que pour des topologies de réseau plus générales.

4.4 Taux d’insatisfaction

Le taux d’insatisfaction de la classe i (taux de congestion vu des utilisateurs) est donné par :

Ui =

∑
x:φi(x)<xi

xiπ(x)∑
x xiπ(x)

=
E(xi I(φi(x) < xi))

E(xi)
.
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(b) Taux de congestion
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(c) Taux d’insatisfaction

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 10  100  1000

C
h

a
rg

e
 m

a
x
im

a
le

Capacite

Exact
Approximation

(d) Taux de perte

Figure 4.3 – Charge maximale en fonction de la capacité pour divers critères de performance de
la classe 1, tous fixés à 1%.

L’approximation associée est :
Ũi = 1−

∏
j∈ri

(1− uj),

où uj désigne le taux d’insatisfaction au niveau du lien j, soit d’après (2.4) :

uj = 1− (ρj − gj)Cj
ρjCj +

gj
1−ρj

.

4.5 Débit moyen

De la même manière, le débit moyen d’un utilisateur de classe i est donné par :

Di =

∑
x φi(x)π(x)∑
x xiπ(x)

=
E(φi(x))

E(xi)
,

soit d’après la loi de conservation :

Di =
αi

E(xi)
.

L’approximation se déduit de celle associée au taux de perte, comme décrit ci-dessous.
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(a) Taux de blocage
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(b) Taux de congestion
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(c) Taux d’insatisfaction
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(d) Taux de perte

Figure 4.4 – Charge maximale en fonction de la capacité pour divers critères de performance de
la classe 2, tous fixés à 1%.

4.6 Taux de perte
On calcule le taux de perte d’un utilisateur de la classe i comme suit :

Li =

∑
x(xi − φi(x))π(x)∑

x xiπ(x)
=

E(xi − φi(x)))

E(xi)
= 1− αi

E(xi)
,

soit
Li = 1−Di. (4.7)

L’approximation s’écrit :
L̃i = 1−

∏
j∈ri

(1− lj),

où lj désigne le taux de perte sur le lien j, soit d’après (2.7) et (2.8) :

lj =
gj

gj + ρj(1− ρj)Cj
.

Pour le débit moyen, on obtient d’après (4.7) :

D̃i = 1− L̃i =
∏
j∈ri

dj avec dj =
ρjCj

ρjCj +
gj

1−ρj
.
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4.7 Comparaison des métriques
Si le système est monotone au sens défini en annexe B, ce qui est le cas du réseau de la Fig. 4.2,

le taux de congestion est toujours pire vu d’un utilisateur actif, soit Gi ≤ Ui. Par ailleurs, on a
toujours Li ≤ Ui. Enfin, les inégalités correspondantes G̃i ≤ Ũi et L̃i ≤ Ũi se déduisent de celles
vérifiées pour un lien unique, telles que décrites au chapitre 2 ; on a L̃i ≤ G̃i dans la plupart des
cas pratiques, de sorte que le taux de perte est le plus souvent la métrique la moins restrictive
tandis que le taux d’insatisfaction est toujours la métrique la plus restrictive.

Ces résultats sont illustrés par la Fig. 4.5, pour la classe 1 du réseau de la Fig. 4.2. La Fig. 4.6
montre les résultats obtenus par simulation avec l’équité max-min ou l’équité proportionnelle (là
encore, les modes de partage coïncident), dans les mêmes conditions qu’au §3.7 ; à nouveau, l’équité
équilibrée fournit une très bonne approximation de la performance obtenue avec ces modes de
partage.
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Figure 4.5 – Charge maximale en fonction de la capacité pour divers critères de performance de
la classe 1, tous fixés à 1% (valeur exacte à gauche et approximation à droite).
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Figure 4.6 – Comparaison des résultats obtenus (lignes) avec l’équité max-min (points).

4.8 Notes bibliographiques
Les modèles de réseaux téléphoniques sont exposés dans l’article de Kelly [51] et le livre de Ross

[62]. Whitt montre dans [67] que l’approximation du taux de blocage obtenue en considérant l’effet
de chaque lien séparément constitue une borne. Nous introduisons dans [27] le modèle de réseau
avec partage selon l’équité équilibrée. Une méthode de calcul de la constante de normalisation et
des métriques de performance qui en découlent est donnée dans [42] pour certaines topologies de
réseaux ; les articles [7, 25, 28] donnent des bornes et approximations pour le calcul du débit moyen.



Chapitre 5

Extensions

Dans ce chapitre, nous donnons quelques pistes pour l’extension des modèles présentés dans les
chapitres précédents. Celles-ci concernent aussi bien la structure du trafic que le contrôle d’admis-
sion, le routage et le cas spécifique des réseaux sans fil.

5.1 Flots permanents
On s’intéresse tout d’abord à l’impact du transfert de gros fichiers, dont la durée dépasse

l’échelle de temps sur laquelle on effectue les calculs de performance. On reprend donc le modèle
du chapitre 2, avec en plus des flots transitoires arrivant selon un processus de Poisson, k flots
permanents, de même débit crête unitaire et partageant la capacité du lien C de manière équitable
avec les autres flots.

On vérifie facilement que la distribution du nombre de flots transitoires x est donnée par 1 :

π(x) = π(0)
αx

x!
pour x = 0, 1, . . . , C − k et π(x) = π(x− 1)ρ

x+ k

x
pour x > C − k.

La condition de stabilité reste ρ < 1, où ρ est la charge due aux flots transitoires. La charge réelle,
définie comme le rapport de l’intensité du trafic effectivement écoulé sur la capacité, est donnée
par :

ρ′ =
1

C

∑
x

π(x) min(x+ k,C).

Cette charge est comprise entre ρ et 1, et est égale à 1 si et seulement si k ≥ C. La fraction du
trafic dû aux flots permanents est donnée par :

θ =
ρ′ − ρ
ρ′

.

Le taux de congestion du lien est donné par :

G =
∑

x:x+k>C

π(x).

C’est également le taux d’insatisfaction pour les flots permanents. Pour les flots transitoires, le
taux d’insatisfaction s’écrit :

U =

∑
x:x+k>C xπ(x)∑

x xπ(x)
=

E(x I(x+ k > C))

E(x)
.

1. Cette distribution diffère de la distribution originale (2.1) conditionnée par la présence de k flots, la différence
étant que l’on sait que les flots sont là depuis toujours.
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Enfin, les taux de perte pour les flots transitoires et pour les flots permanents sont donnés respec-
tivement par :

L = 1− ρC

E(x)
et L′ = 1− (ρ′ − ρ)C

k
,

dont on déduit le taux de perte global :

pL+ (1− p)L′ = 1− ρ′C

E(k + x)
,

où p est la probabilité qu’un flot actif soit transitoire :

p =
E(x)

E(k + x)
.

La Fig. 5.1 montre l’impact de la fraction de trafic permanent θ sur la charge réelle maximale
pour un taux de perte global de 1% (tant que la précision du programme C le permet). Pour ce
faire, on calcule pour chacune des valeurs de C et θ le nombre de flots permanents k permettant de
se rapprocher au plus près de la fraction de trafic permanent cible, θ. On constate que la présence
de trafic permanent augmente la charge maximale, ce qui s’explique par le fait que le trafic est
plus « lisse », moins aléatoire. Sans connaissance précise de la proportion de trafic permament, il
est donc toujours possible de dimensionner en le négligeant : l’hypothèse est conservative.
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Figure 5.1 – Charge maximale en fonction de la capacité pour un taux de perte de 1% et 0%,
20%, 50% de trafic permanent (de bas en haut).

5.2 Sessions permanentes
On suppose maintenant que le trafic consiste en k sessions permanentes, avec k ≥ C. Chaque

session est une succession de flots séparés par des périodes d’inactivité. Le volume de chaque flot
suit une loi exponentielle de paramètre µ ; la durée de chaque période d’inactivité suit une loi
exponentielle de paramètre ν. Comme pour le modèle initial présenté au chapitre 2, ces hypothèses
sont là uniquement pour rendre le processus markovien ; les résultats restent valables pour des lois
quelconques, avec d’éventuelles corrélations. Par contre, il est important que toutes les sessions
aient les mêmes caractéristiques statistiques. Le cas de sessions hétérogènes est évoqué en fin de
section.

En l’absence de limitation due à la capacité du lien, chaque session génère un trafic égal à
ν/(ν + µ) Erlangs. On définit donc l’intensité du trafic offert par :

α =
kν

ν + µ
.
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La charge du lien est le rapport de l’intensité de trafic sur la capacité, soit ρ = α/C.
On note x le nombre de flots en cours. En l’absence de partage élastique du lien, le nombre de

flots est limité à C et la distribution de x est donnée par :

π(x) = π(0)

(
k

x

)
βx pour x = 0, 1, . . . , C.

avec β = ν/µ. On obtient le taux de blocage :

B =
(k − C)π(C)

kπ(0) + (k − 1)π(1) + . . .+ (k − C)π(C)
.

C’est la formule d’Engset utilisée en téléphonie.
Avec partage élastique, la distribution devient :

π(x) = π(0)

(
k

x

)
βx pour x = 0, 1, . . . , C et π(x) = π(x− 1)β

k − x+ 1

C
sinon.

Ce système est toujours stable. La charge réelle, correspondant au trafic effectivement écoulé, est
donnée par :

ρ′ =
1

C

∑
x

π(x) min(x,C).

Cette charge est inférieure ou égale à ρ, la congestion diminuant l’intensité d’arrivée des flots. Les
métriques de performance se calculent comme au chapitre 1. La Fig. 5.2 donne la charge réelle
maximale pour un taux de perte global de 1%, avec un rapport k/C égal à 2, 5 et l’infini, ce dernier
cas correspondant au modèle initial avec arrivées Poisson (pour les deux autres cas, on donne les
résultats tant que la précision du programme C le permet). Comme précédemment, la présence
de sessions permanentes augmente la charge maximale, ce qui s’explique par le fait que le trafic
devient moins aléatoire.
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Figure 5.2 – Charge maximale en fonction de la capacité pour un taux de perte de 1% et un
facteur k/C égal à 2, 5 et l’infini (de haut en bas).

En présence de N types de sessions, caractérisés par les vecteurs k et β, la distribution station-
naire du nombre de flots en cours de chaque type devient :

π(x) = π(0)

(
k

x

)
βx pour |x| ≤ C et π(x) = π(x− ei)βi

ki − xi + 1

C
sinon.

Le cas particulier de N = 2 types de sessions, avec k1 →∞, k1β1 → α, et β2 →∞ correspond au
cas considéré au §5.1, avec k2 flots permanents.
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5.3 Réseaux et multi-débits
On suppose désormais que les flots arrivent selon un processus de Poisson, comme dans les

chapitres 2 à 4. On considère un réseau tel que décrit dans le chapitre 4, mais où chaque classe i
est caractérisée, en plus de sa route ri, par un débit crête ci. On note toujours αi l’intensité de
trafic de la classe i en Erlangs, au débit crête ci. La distribution stationnaire est toujours donnée
par l’expression (4.3), l’inégalité xA ≤ C étant remplacée par xcA ≤ C et la charge du lien j étant
définie par :

ρj =

∑
i:j∈ri αici

Cj
=

(αcA)j
Cj

.

La condition de stabilité reste ρj < 1 pour tout j. Les métriques de performance et leurs approxima-
tions se calculent de la même manière, ces dernières se déduisant des formules récursives exposées
au chapitre 3. Une différence notable par rapport au cas mono-débit est que l’approximation du
taux de blocage n’est généralement pas une borne.

5.4 Contrôle d’admission
Dans tous les modèles introduits jusqu’alors, on peut introduire un contrôle d’admission de

manière à garantir un débit minimum par exemple. Comme le processus de Markov est réversible,
la nouvelle distribution stationnaire s’obtient par troncation. Pour le modèle du chapitre 2 par
exemple, le distribution stationnaire devient pour un débit minimum garanti d ≤ 1 :

π(x) = π(0)
αx

x!
pour x = 0, 1, . . . , C et π(x) = ρπ(x− 1) pour x = C + 1, . . . , k,

où k est le nombre maximum tel que kd ≤ C. Le taux de blocage est donné par π(k), qui correspond
à la formule d’Erlang si et seulement si d = 1. Les autres métriques de performance se calculent
de manière similaire au cas sans blocage exposé au chapitre 2.

5.5 Routage dynamique
Certains systèmes offrent la possibilité d’orienter les flots vers les ressources disponibles. On

considère par exemple le cas de J liens en parallèle ; le lien j est de capacité Cj et admet au plus
kj flots simultanés, ce qui garantit un débit minimum de Cj/kj sur ce lien. On suppose toujours
que les flots ont un débit crête unitaire ; on note α l’intensité de trafic associée en Erlangs.

Soit x le vecteur du nombre de flots en cours sur chaque lien. Dans l’état x, un nouveau flot
est routé vers le lien j avec probabilité :

pj(x) =
kj − xj
|k − x|

. (5.1)

On vérifie que le processus x est réversible, de distribution stationnaire :

π(x) = π(0)

(|k−x|
k−x

)(|k|
k

) Φ(x)α|x|,

où Φ est la fonction d’équilibre, donnée par :

Φ(x) =

J∏
j=1

Φj(xj),

avec

Φj(xj) =
1

xj !
pour xj = 0, 1, . . . , Cj et Φj(xj) =

1

Cj
Φj(xj − 1) pour xj = Cj + 1, . . . , kj .
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On calcule alors les différentes métriques de performance comme au chapitre 2. Par exemple, le
taux de blocage est donné par π(C) et le taux de perte par :

L = 1− α

E(|x|)
.

La Fig. 5.3 donne la charge maximale obtenue pour J = 2 liens de même capacité en fonction de
la capacité totale C1 +C2, pour un débit minimum égal à 1/2 et un taux de perte cible de 1%. Ces
résultats sont comparés avec ceux obtenus d’une part pour un système virtuel de capacité C1 +C2

partagée entre tous les flots, d’autre part avec un routage statique où chaque flot est dirigé vers
chaque lien avec la même probabilité, indépendamment de l’état du système. On constate que le
routage dynamique considéré est relativement proche de l’optimum. En fait, la performance dépend
beaucoup du débit minimum choisi : lorsque celui-ci tend vers 0, les probabilités de routage (5.1)
sont quasiment constantes sur une grande partie de l’espace d’états, et tout se passe comme si le
routage était statique.
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Figure 5.3 – Impact du routage dynamique sur la charge maximale (taux de perte cible de 1%).

5.6 Routage multi-chemins

Pour répartir au mieux la charge sur différentes ressources, l’idéal est de permettre certains
utilisateurs de profiter de plusieurs ressouces simultanément. Dans un réseau, cela se traduit par
l’utilisation de plusieurs routes simultanées, via un aiguillage des paquets sur ces routes multiples.

Mathématiquement, cela se traduit par un changement des contraintes de capacité. L’équité
équilibrée telle que définie en annexe C se généralise aisément, en imposant qu’au moins une
contrainte est atteinte dans chaque état. Pour le cas simple de deux liens de capacité C1 et C2, les
utilisateurs de classe 1, 2, 3 pouvant utiliser le lien 1, le lien 2 et les liens 1 et 2, respectivement,
ces contraintes s’écrivent (en plus des contraintes de débit crête qui sont inchangées) :

φ1(x) ≤ C1, φ2(x) ≤ C2, φ1(x) + φ2(x) + φ3(x) ≤ C1 + C2.

En particulier, ce réseau est équivalent à un réseau de 3 liens, avec l’ajout d’un lien virtuel de
capacité C1 + C2 limitant le débit des utilisateurs de classe 3. Les résultats sont illustrés par
la Fig. 5.4, en utilisant l’approximation décrite au chapitre 4, toujours pour des liens de même
capacité et un taux de perte cible de 1%, mais sans contrôle d’admission ; la classe 3 représente 50%
du trafic et chacune des deux autres 25% du trafic. Le routage multi-chemins donne des résultats
très proches de l’optimum.
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Figure 5.4 – Impact du routage multi-chemins sur la charge maximale (taux de perte cible de
1%).

5.7 Réseaux sans fil
Les réseaux sans fil posent des problèmes spécifiques de modélisation liés aux phénomènes de

propagation radio et à la mobilité des utilisateurs. Nous montrons ici simplement comment prendre
en compte la diversité spatiale des conditions radio, en négligeant leurs variations temporelles.
Ainsi deux utilisateurs connectés à la même station de base mais en deux points différents de la
cellule nécessitent des quantités de ressources radio différentes pour transmettre le même volume
d’information, que celles-ci s’expriment en termes de bande de fréquence, de puissance ou d’unité
de temps par exemple. Nous considérons un modèle générique constitué de J ressources et N classes
d’utilisateurs, chaque classe correspondant à une zone homogène de conditions radio dans le réseau
et à un certain type de mobile. On note Cj la capacité de la ressource j. Un utilisateur de classe
i nécessite une quantité de la ressource j égale à Aij par unité de débit (jusqu’à présent, cette
quantité valait 1 ou 0 selon que l’utilisateur empruntait ou non le lien j). On suppose de plus que
chaque classe i est caractérisée par un certain débit crête ci par utilisateur.

Le modèle est donc identique à celui décrit au §5.3, mais avec une matrice A quelconque. En
particulier, l’allocation réalisée par l’équité équilibrée et la distribution stationnaire associée s’en
déduisent de la même manière. Dans le cas particulier d’une unique ressource, comme un canal
radio partagé en temps, le réseau équivaut à un système multi-débits tel que décrit au chapitre 3.
Il suffit en effet de renormaliser le débit de chaque classe par la quantité de ressource requise par
unité de débit, donnée par la matrice A ; en d’autres termes, on remplace le service à fournir à
chaque utilisateur, initialement exprimé sous forme d’un volume d’information à transmettre, par
du temps à allouer sur le canal radio.

5.8 Notes bibliographiques
Le cas de sessions permanentes s’apparente au modèle introduit par Engset en 1915 pour la té-

léphonie [44]. Son application aux réseaux de données remonte à Heyman, Lakshman et Neidhardt
[47] et Berger et Kogan [2]. Concernant les réseaux à perte, Whitt montre dans [67] que l’approxi-
mation usuelle consistant à calculer le taux de blocage sur chaque lien constitue une borne lorsque
tous les flots ont le même débit ; un contre-exemple est donné dans [9] pour le cas multi-débits. Le
routage dynamique est couramment appliqué dans les réseaux téléphoniques [53] ; la problématique
est plus complexe dans les réseaux de données [58], et des solutions analytiques ne sont connues
qu’en présence de contrôle d’admission [17, 48]. Les extensions de l’équité équilibrée au routage
multi-chemin et aux réseaux sans fil sont données dans [56] et [20, 59], respectivement.



Chapitre 6

Conclusion

« Things should be made as simple as possible, but no simpler. »
Albert Einstein

6.1 Quelques résultats solides

Du fait de leur insensibilité, et de la simplicité et la robustesse des résultats qui en découlent,
les modèles de trafic présentés dans ce mémoire peuvent être considérés comme les extensions
naturelles aux réseaux de données des modèles classiques en commutation de circuits, dérivés du
modèle d’Erlang. Je crois en particulier que les systèmes multi-débits exposés au chapitre 3 sont à
même de répondre à la plupart des problèmes de dimensionnement des réseaux IP. Suffisamment
versatiles pour représenter à peu près n’importe quel type de trafic, ils permettent d’évaluer la
performance de manière très rapide, à partir de formules récursives. De plus, l’approximation de
découplage présentée au chapitre 4 permet d’étendre le calcul à la performance de bout-en-bout,
sur n’importe quelle route du réseau.

Naturellement, les résultats reposent sur une hypothèse de partage des ressources, l’équité
équilibrée, qui n’est pas forcément vérifiée. Mais, comme le suggèrent les résultats de simulation,
l’important est que le partage soit à peu près équitable. Si la plupart des flots s’adaptent à la
congestion, ou si le réseau garantit une certaine équité entre les flots par des mécanismes de
gestion des files d’attente dans les routeurs, on peut appliquer sans risque les résultats présentés.
Et lorsque ces hypothèses ne sont pas satisfaites, ces résultats peuvent toujours servir de gabarit
pour jauger la performance du mode de partage, que celui-ci soit induit par le comportement des
sources ou imposé par la politique de gestion des ressources de l’opérateur.

6.2 Quelques pistes à explorer

Ces travaux ouvrent des perspectives de recherche intéressantes (comme il se doit...). La pre-
mière concerne l’approximation de découplage présentée au chapitre 4. Celle-ci est-elle conservative,
comme le suggèrent les résultats obtenus sur l’exemple simple de deux liens ? Est-elle asymptoti-
quement exacte, lorsque les débits crête sont faibles devant la capacité des liens ? Dans le même
ordre d’idées, il faudrait vérifier les conjectures suggérées par les résultats numériques des §5.1 et
5.2, selon lesquelles la présence de flots ou de sessions permanentes a tendance à lisser le trafic et
donc à améliorer la performance.

Un autre axe de recherche concerne l’extension des résultats à des régions de capacité plus
générales, comme les polytopes convexes introduits au §5.7 dans le contexte des réseaux sans fil, ou
de manière générale les ensembles convexes considérés dans [25]. La question de la validité voire de
l’existence même d’approximations ou de bornes basées sur le découplage des ressources se pose.
On pourrait par ailleurs regarder comment étendre la notion d’équité équilibrée à des ensembles
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non-convexes, pour lesquels le maximum (C.3) utilisé dans la définition récursive de la fonction
d’équilibre n’est généralement pas unique.

Une troisième piste est liée à la relation, encore mystérieuse à mes yeux, qui existe entre
équité proportionnelle et équité équilibrée. Massoulié a en effet montré que la première était la
limite de la seconde dans toute direction de l’espace d’états (donc en faisant croître x sans en
changer la direction) [57]. Un autre lien fort vient d’un résultat de Schweitzer, montrant que l’équité
proportionnelle est la limite d’un réseau de files d’attente multi-classes fermé de type Kelly [63],
qui conduit à un mode de partage insensible sous-optimal du type store-and-forward, comme nous
l’avons montré dans [28]. Enfin, l’équité proportionnelle coïncide avec l’équité équilibrée pour des
réseaux très particuliers : les hypercubes et, pour le cas général d’une région de capacité convexe,
les ensembles du type φβ1 + . . .+ φβN ≤ 1 avec β ≥ 1 [20] ; la classe exacte de réseaux pour lesquels
ces deux modes de partage coïncident est un problème ouvert.

L’évolution des techniques de stockage et de distribution de contenus requiert également une
attention particulière. Le mode de transmission en point-à-point risque de devenir obsolète, au
profit du mode multi-point à point, voire multi-point à multi-point, induit par la répartion de
l’information en de multiples points du réseau. Le trafic se dirigera naturellement vers les ressources
disponibles, en particulier en cœur de réseau où la topologie le permet. L’approche esquissée au §5.6,
consistant à modifier la région de capacité en fonction des routes disponibles, offre une perspective
pour analyser ce mode de partage de ressources ; il reste à voir si le modèle passe à l’échelle, et
en particulier si l’approximation de découplage du chapitre 4 reste compatible avec l’ensemble des
contraintes de capacité à prendre en compte.



Annexe A

Réseaux de Kelly-Whittle

On donne quelques propriétés clé des réseaux de Kelly-Whittle. On se restreint au cas des
réseaux ouverts qui suffit pour traiter la plupart des modèles présentés dans ce mémoire. Pour plus
de détails, et en particulier pour le cas des réseaux fermés qui permettent d’analyser les modèles
de type Engset, on réfère le lecteur au livre de Serfozo [64].

On considère N files d’attente. On note xi le nombre de clients dans la file i et x le vecteur
associé. Le taux de service de chaque file dépend de l’état du système : on note φi(x) le taux de
service de la file i dans l’état x. On suppose que la discipline de service de chaque file est à processeur
partagé ; cette hypothèse n’est en fait pas essentielle, sauf pour les résultats d’insensibilité.

A.1 Files en parallèle
On considère tout d’abord le cas de N files en parallèle, donc couplées uniquement par leurs

taux de service. Les clients arrivent dans la file i selon un processus de Poisson d’intensité λi et
requièrent des quantités de service mutuellement indépendantes, de loi exponentielle de paramètre
µi. Le réseau est dit de Kelly-Whittle si le processus de Markov x ainsi défini est réversible, ce
qui revient à supposer que les taux de service de toutes files i, j satisfont la relation d’équilibre
suivante :

∀x : xi > 0, xj > 0, φi(x)φj(x− ei) = φj(x)φi(x− ej). (A.1)

Cette relation est équivalente à l’existence d’une fonction d’équilibre Φ telle que Φ(0) = 1 et pour
toute file i :

∀x, xi > 0, φi(x) =
Φ(x− ei)

Φ(x)
. (A.2)

On a alors la mesure invariante de x :

π(x) = π(0)Φ(x)%x, (A.3)

où %i = λi/µi désigne l’intensité de trafic de la file i et % est le vecteur associé. Cette mesure
invariante ne dépend pas de la loi des quantités de service requises à chaque file, mise à part sa
moyenne. On dit que le réseau a la propriété d’insensibilité. Nous avons montré dans [26] que la
relation d’équilibre (A.1) est en fait une condition nécessaire et suffisante d’insensibilité.

Sous la condition de stabilité, en notant π la distribution stationnaire, on déduit de l’équation
d’équilibre local :

λiπ(x) = µiφi(x+ ei)π(x+ ei),

la loi de conservation suivante, selon laquelle l’intensité de trafic est égale au taux de service moyen :

∀i = 1, . . . , N, %i =
∑
x:xi>0

φi(x)π(x). (A.4)
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A.2 Routage statique
Ces résultats se généralisent au cas où les clients sont routés de file en file avant de quitter

le réseau. Plus précisément, on suppose que des clients arrivent dans la file i selon un processus
de Poisson d’intensité νi ; à la fin de son service à la file i, un client est routé vers la file j avec
probabilité pij et quitte le réseau avec probabilité 1−

∑J
j=1 pij . En supposant l’absence de boucles

de routage (tout client finit par quitter le réseau), les taux d’arrivées sont définis comme la solution
unique des équations de trafic :

∀i = 1, . . . , N, λi = νi +

J∑
j=1

λjpji.

Bien que le processus x ne soit généralement pas réversible, sa mesure invariante est toujours donnée
par (A.3) et la loi de conservation (A.4) s’applique. On constate en particulier que, en plus de la
propriété d’insensibilité usuelle, les réseaux de Kelly-Whittle sont insensibles au routage, pourvu
que celui-ci préserve les taux effectifs d’arrivée de clients à chaque file. Nous avons également
montré dans [26] que la relation d’équilibre (A.1) est en fait une condition nécessaire et suffisante
pour cette autre propriété d’insensibilité. Celle-ci est essentielle pour montrer l’insensibilité des
modèles présentés à la structure du trafic, via la notion de session présentée au chapitre 2.

A.3 Routage dynamique
Enfin, les taux d’arrivées et les probabilités de routage peuvent également dépendre de l’état

du système, ce qui est le cas pour le modèle d’équilibrage de charge considéré au §5.5. Dans le cas
simple de files parallèles, on suppose que les clients arrivent dans la file i selon un processus de
Poisson d’intensité λi(x) dans l’état x. Le processus de Markov x reste réversible si et seulement
si les taux d’arrivées dans toutes files i, j satisfont la relation d’équilibre suivante :

∀x, λi(x)λj(x+ ei) = λj(x)λi(x+ ej).

Cette relation est équivalente à l’existence d’une fonction d’équilibre Λ telle que :

∀i = 1, . . . , N, λi(x) =
Λ(x+ ei)

Λ(x)
.

On a alors la mesure invariante de x :

π(x) = π(0)Λ(x)Φ(x).

La propriété d’insensibilité est conservée.



Annexe B

Biais d’activité

On expose ici la notion de biais d’activité : le fait qu’un client soit actif, c’est-à-dire présent
dans le système, modifie sa vision de l’état du système. Cette notion est utilisée pour calculer
le taux d’insatisfaction, défini au chapitre 2 comme le taux de congestion vu de l’utilisateur. On
montre dans le cadre général des réseaux de Kelly-Whittle avec discipline de service à processeur
partagé que ce biais s’obtient simplement en pondérant la distribution stationnaire par le nombre
de clients.

B.1 Une file

On considère tout d’abord une file unique, de taux de service constant et unitaire. Les clients
arrivent selon un processus de Poisson d’intensité λ et requièrent des quantités de service mutuel-
lement indépendantes, de loi exponentielle de paramètre µ. On note ρ = λ/µ la charge de la file.
Le nombre de clients x est un processus de Markov réversible, de mesure invariante :

π(x) = π(0)ρx. (B.1)

En plus de ces clients, un client « test » revient périodiquement dans la file. Les quantités de
service requises par ce client suivent également une loi exponentielle de paramètre µ ; entre la fin
d’un service et le début du suivant, le client test reste inactif pendant une durée de loi exponentielle
de paramètre ν ; toutes ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes. Le client test va
servir à calculer ce que « voit » un client actif.

Soit (x, y) l’état de la file, où x est le nombre de clients usuels dans la file, et y l’état d’activité
du client test (y = 1 si le client est actif, y = 0 sinon). Le processus de Markov (x, y) est réversible,
de mesure invariante :

π(x, y) = π(0, 0)

(
x+ y

x

)
ρxρ′y, (B.2)

avec ρ′ = ν/µ. La condition de stabilité, soit ρ < 1, est inchangée. Par ailleurs, la distribution
stationnaire associée tend vers la distribution initiale (B.1) lorsque ν tend vers 0 (le client test
« s’évapore »). La distribution stationnaire π′ du nombre total de clients vu du client test (y
compris lui-même) satisfait :

π′(x) ∝ π(x− 1, 1),

soit, d’après (B.1) et (B.2),
π′(x) ∝ xπ(x).

C’est la distribution initiale pondérée par le nombre de clients. Notons que cette distribution ne
dépend pas de ν ; elle correspond donc bien à la distribution stationnaire vue d’un client actif.
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B.2 Un réseau
Pour un réseau de Kelly-Whittle tel que décrit en §A.1, la distribution initiale s’écrit :

π(x) = π(0)Φ(x)%x. (B.3)

Comme précédemment, on ajoute un client test qui revient périodiquement dans le réseau. Les
quantités de service requises par ce client à la file i suivent une loi exponentielle de paramètre µi ;
entre la fin d’un service et le début du suivant, le client test reste inactif pendant une durée de loi
exponentielle de paramètre ν ; il se dirige alors vers la file i avec probabilité pi (on note p le vecteur
associé). Le client test va servir à calculer ce que « voit » un client actif dans la file i (avec p = ei)
ou un client actif quelconque (avec p ∝ λ).

Soit (x, y) l’état du réseau, où x correspond à l’état des clients usuels et y à l’état du client test
(yi = 1 si le client est dans la file i, yi = 0 sinon). Le processus de Markov (x, y) est réversible, de
mesure invariante :

π(x, y) = π(0, 0)Φ(x+ y)

(
x+ y

x

)
%x%′

y
, (B.4)

avec %′ = νp/µ. A nouveau, la condition de stabilité est inchangée et la distribution stationnaire
associée tend vers la distribution initiale (B.3) lorsque ν tend vers 0. La distribution stationnaire
π′ du nombre total de clients dans chaque file vu du client test (y compris lui-même) satisfait :

π′(x) ∝
∑
y 6=0

π(x− y, y),

soit, d’après (B.3) et (B.4),

π′(x) ∝ xi π(x) ou π′(x) ∝ |x|π(x),

selon que p = ei ou p ∝ λ. C’est la distribution initiale pondérée par le nombre de clients, dans la
file i ou dans le réseau, respectivement. Cette distribution ne dépend pas de ν et correspond bien
à la distribution stationnaire vue d’un client actif.

B.3 Ordre stochastique
Dans le cas d’une seule file, il est clair 1 qu’un client actif voit plus de clients dans la file

qu’un observateur extérieur. Pour un réseau, il suffit que la propriété de monotonie suivante soit
satisfaite par les taux de service : dans tout état, ajouter un client dans n’importe quelle file diminue
le taux de service reçu par chaque autre client. En effet, la distribution stationnaire vue d’un client
présent dans la file i correspond, d’après (B.4), à celle vue par un client présent en permanence
dans la file i ; or tous les autres clients ont un taux de service inférieur à celui qu’ils auraient en
son absence. Par monotonie, il y a plus de clients actifs dans chaque file. Ceci est vrai pour la
distribution stationnaire vue d’un client actif quelconque car celle-ci est une moyenne pondérée des
distributions stationnnaires vues par un client présent dans la file i, pour i = 1, . . . , N .

1. Cette propriété de monotonie est satisfaite plus généralement pour toute pondération de la distribution sta-
tionnaire par une fonction croissante de x.



Annexe C

Équité équilibrée

On définit ici l’équité équilibrée, utilisée dans les chapitres 3, 4 et 5 pour calculer la performance
de différents systèmes. Ce mode de partage assure que le réseau de files d’attente sous-jacent est
un réseau de Kelly-Whittle. En particulier, l’allocation réalisée est caractérisée de manière unique
par une fonction d’équilibre Φ, via la relation (A.2).

C.1 Systèmes multi-débits

On considère tout d’abord un système multi-débit, tel que décrit au chapitre 3. L’allocation
doit satisfaire les contraintes de débit crête et de capacité dans tout état x, soit :

∀i = 1, . . . , N, φi(x) ≤ xici et
N∑
i=1

φi(x) ≤ C. (C.1)

La fonction d’équilibre est alors définie par :

Φ(x) =
1

x!cx
si x.c ≤ C, Φ(x) =

1

C

N∑
i=1

Φ(x− ei) sinon.

On vérifie à partir de (A.2) que les contraintes de débit crête et de capacité (C.1) sont bien
satisfaites. Par ailleurs, l’allocation est Pareto-efficace : dans tout état x, chaque flot est contraint
par son débit crête ou par la capacité du lien.

(a) (b)
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Figure C.1 – Deux notions d’équité : (a) max-min, (b) équilibrée.
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La Fig. C.1 illustre la différence entre l’équité équilibrée et l’équité dite « max-min », définie
dans [3] et couramment utilisée. Les graphiques donnent en fonction de l’état x le rapport du débit
des flots de classes 2 et 1 avec c = (1, 2) et C = 10. On constate que la convergence vers l’équité
(rapport de débit égal à 1) est beaucoup plus rapide sous l’équité max-min, qui donne une forme
de priorité aux flots de faible débit.

C.2 Réseaux
On considère maintenant le modèle général de réseau décrit au §5.7. L’allocation doit satisfaire

les contraintes de débit crête et de capacité dans tout état x, soit :

∀i = 1, . . . , N, φi(x) ≤ xici et ∀j = 1, . . . , J,

N∑
i=1

Aijφi(x) ≤ Cj . (C.2)

La fonction d’équilibre est alors définie par :

Φ(x) =
1

x!cx
si xcA ≤ C, Φ(x) = max

j

1

Cj

N∑
i=1

AijΦ(x− ei) sinon. (C.3)

On vérifie à partir de (A.2) que les contraintes de débit crête et de capacité (C.2) sont bien
satisfaites. Par ailleurs, au moins une ressource est pleinement utilisée dès qu’il y a congestion (au
sens où xcA 6≤ C). L’allocation n’en est pas pour autant Pareto-efficace ; la Fig. C.2 ci-dessous
montre en fonction de x la fraction de bande passante inutilisée pour un triangle homogène, soit :

A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 et C = c = e.
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Figure C.2 – Pareto-inefficacité de l’équité équilibrée dans le triangle (avec x3 = 10).
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Résumé

Ce mémoire décrit des outils mathématiques utiles à l’évaluation de performance des réseaux de
données, qui tiennent compte de la nature aléatoire et dynamique du trafic. Le dénominateur com-
mun de ces outils est leur insensibilité : la performance ne dépend des caractéristiques statistiques
du trafic que par son intensité. Ceci en fait des outils à la fois simples et robustes, qui peuvent
être considérés comme les extensions naturelles des outils classiques utilisés en commutation de
circuits, issus des travaux d’Erlang.

Les modèles utilisés reposent sur la notion d’équité équilibrée, qui garantit la réversibilité du
processus de Markov sous-jacent. Ce mode de partage des ressources diffère de ceux couramment
utilisés, comme l’équité max-min ou l’équité proportionnelle. Il en fournit néanmoins une très
bonne approximation pour les métriques de performance usuelles, telles que le débit moyen ou le
taux de perte. Et il présente l’avantage clé de conduire à des expressions explicites.

Ces travaux ouvrent des perspectives de recherche intéressantes, comme la validité de l’approxi-
mation de découplage pour les réseaux de grande taille, l’étude des relations structurelles entre
équité équilibrée et équité proportionnelle, et l’extension des résultats aux nouvelles techniques de
distribution de contenus, stockés en de multiples points du réseau.

Abstract

This dissertation describes some mathematical tools useful for the performance evaluation of
data networks, that account for the random and dynamical nature of traffic. The common property
of these tools is their insensitivity : performance depends on the statistical characteristics of traffic
through its intensity only. The tools are both simple and robust, and may be considered as the
natural extensions of the classical tools used for circuit switching, derived from Erlang’s work.

The models rely on the notion of balanced fairness, that enforces the reversibility of the under-
lying Markov process. This resource sharing policy differs from those commonly used like max-min
fairness or proportional fairness. It provides a very good approximation of these policies for usual
performance metrics like the mean throughput or the loss rate. And it has the key advantage of
leading to explicit expressions.

This work opens interesting perspectives for future research, like the validity of the decoupling
approximation for large networks, the study of structural relationships between balanced fairness
and proportional fairness, and the extension of the results to new content distribution techniques,
where information is stored in multiple points of the network.
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