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Résumé

L'objectif de cet article consiste a esquisserdke des machines de Turing en théorie de la coriplédes
algorithmes et des problémes), dans le domain&ggnhisation combinatoire. Aprés avoir rapidemesppelé

le contexte historique dans lequel sont nées poisévolué les machines de Turing, nous détaillans |
fonctionnement de celles-ci, en distinguant entexzlmimes de Turing déterministes et machines denguron
déterministes. Nous montrons ensuite comment léseatpour définir la complexité (en temps de cdlaes
algorithmes. Enfin, nous décrivons grace a ellesiplrs classes fondamentales en théorie de lalexitép: la
classeP, la classé\P, la classe des problemi®-complets et la classe ¢dP.
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Abstract

The aim of this paper is to outline the role of th&ing machines in the field of (algorithms analgems)
complexity for combinatorial optimization. After larief recall of the historic context in which theurihg
machines are born and have then evolved, we ddmir functioning, both for deterministic and
nondeterministic Turing machines. Then we show howse them in order to define the (time) compiexgit
algorithms. Last, we depict several fundamentassda of the theory of complexitl?, NP, the class oNP-
complete problems and @dP.
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1. A l'origine des machines de Turing

1.1. Alan Turing et IEntscheidungsproblem

La fin du 19 siécle et le début du 2€urent marqués, en mathématiques, par un vaste et
profond mouvement d’interrogations sur les fondesietes mathématiques. Au Congres
international des mathématiciens de 1928, a Bolpdyevid Hilbert actualisait sa conférence

U Professeur en mathématiques discrétes, Ecole aiisnpérieure des télécommunications - 46, rueaBliy
75634 Paris Cedex 13.

1 Voir David Hilbert, « Probleme der Grundlegung déathematik » Mathematische Annaleh02, 1929,
1-9.



du Congrés international des mathématiciens de ,180Paris, au cours duquel il avait
formulé ses fameux vingt-trois problemes qui allai@conder la recherche mathématique du
20 siéclé. A ce congrés de Bologne participait Max Newmarécgliste de topologie. Les
années suivantes, celui-ci se fit I'’écho des intgations mathématiques de I'époque dans le
cours de logique mathématique gu’il dispensait sgk College, a Cambridge. Il y exposa
en particulier lgorobléme de la décisiofiEntscheidungsproblemCe probleme, considéré par
I'école de Bourbaki comme « sans doute le plus aeux de tous ceux que se pose la
métamathématiqued»consiste a savoir s'il existe, pour un langagenfdisé donné, une
meéthode permettant d’établir si une relation quedge de ce formalisme est vraie ou non.
Un des étudiants qui suivaient ce cours en 193feséssa particulierement a ce probleme : il
s’agissait d’Alan Mathison Turirfg Cette année-la, A. Turing, licence de mathémasgen
poche, était devenu en mdtsllow duKing's Collegegrace a sa démonstration du théoréme
central limité. L’année suivante, a 'age de 24 ans, A. Turingohd le probleme de la
décision, en montrant que la réponse est négaéisdats que le langage n’est pas réduit a
guelques axiomes et quelques signes prirfiitifs

C’est aussi en 1936 qu'il partit pour son premigosr aux Etats-Unis, & Princeton, pour y
travailler avec Alonzo Church en logique mathémadigt John von Neumann en théorie des
groupes. En 1938, il déclina 'offre de J. von Neunm de devenir I'assistant de celui-ci et
retourna a Cambridge, ou il suivit un cours de wlgmie. Pendant la Seconde Guerre
mondiale, il mit ces nouvelles connaissances aticgede I'effort de guerre pour contribuer,
au sein de laGovernment Code and Cypher Schdsérvice britannique du chiffre), au
décodage des messages de la marine allerhalhdetourna aux Etats-Unis de novembre
1942 a mars 1943, secretement. Pendant ce séjoencontra Claude Shannon, pere de la
théorie de l'information, et s’intéressa au proldedu cryptage de la parole. De retour en
Angleterre, il poursuivit ses investigations darmdte direction et aboutit a une machine
opérationnelle en 1945. Cette recherche amena #nga préter attention a l'utilisation de
I'électronique, ce qui le conduisit, en 1948, aoirgjre I'université de Manchester pour y
étudier, avec son ancien professeur Max Newmartofestruction d’'un ordinateur. Cette
étude constitua une de ses préoccupations esteEgtelec I'élaboration d’une théorie de la

2 0n pourra les trouver par exemple sur le siterihetehttp://aleph0.clarku.edu/~djoyce/hilbert/.

3 Nicolas BourbakiEléments d’histoire des mathématigudsisson, Paris, 1984.

4 Pour une biographie d’A. Turing, on pourra se regoaux livres d’Andrew HodgesAlan Turing, the
Enigma Random House, Londres, 1983 (derniére éditiogmauntée, chez Walker and Company, New York,
2000 ; traduction francaise de N. Zimmermardan Turing ou I'énigme de l'intelligenc®ayot, Paris, 1988),
et Alan Turing; a Natural PhilosophePhcenix, Londres, 1997 ; A. Hodges tient aussiud yin site Internet
consacré a A. Turing, a I'adresse http://www.turimg.uk/turing. On trouvera enfin une présentatlersa vie et
de son ceuvre dans le livre de Jean Lasségueng, Les Belles Lettres, Paris, 1998.

5 A. Turing ne connaissait pas la démonstration. %.Lindeberg, « Eine neue Herleitung des Expdaent
gesetzes in der Wahrscheinlichkeitsrechnungathematische Zeitschrift5, 1922, 211-235.

6 Précisons qu’A. Turing ne connaissait pas lesatravd’Alonzo Church aboutissant & la méme conclusio
(voir A. Church, « A note on the Entscheidungspeabbs, Journal of Symbolic Logi¢, 1936, 40-41). Les
concepts utilisés par les deux mathématiciens mettement différents et permettent de ne pas dalger
l'originalité des deux démarches. Par ailleurstronvera dans S. Kleenktroduction to metamathematicgan
Nostrand, Princeton, 1952, des systemes formels lpsguels de telles méthodes existent. Mais cs®s\es
sont trop frustes pour étre intéressants.

7 Son rdle dans la guerre lui valut de devedificer of the Order of the British Empiren juin 1946.
J. Lasségueopus cité) rapporte les propos d'un collaborateur dTAwring pendant cette période, D. Michie,
selon lequel « sans Turing, I'’Angleterre auraitssdaute perdu la guerre » ; il est certain quélie d’A. Turing
pendant la guerre fut de premiére importance.



morphogenege En juillet 1951, il devint~ellow de laRoyal SocietyMais sa situation fut
bouleversée I'année suivante, du fait de son hoxwadiéé. La guerre froide commencée en
1948 eut pour effet, entre autres, d’'écarter lendsexuels de certains services officiels ;
A. Turing perdit & son tour sa position de consilta laGovernment Code and Cypher
School Il fut arrété et traduit en justice pour homosaika en mars 1952. Il ne se défendit
guéere pendant son proces, estimant que sa comdupessentait rien de répréhensible. Il fut
néanmoins condamné : il dut choisir entre la prisandes traitements psychanalytiques et
chimiques ; ainsi, de février & mars 1953, il sulbis injections d’hormones femelles
destinées a supprimer son homosexualité en modg@mequilibre chimique, tout en faisant
'objet d’'une surveillance policiére. Il se suicitia7 juin 1954, a 42 ans, en mangeant une
pomme qu’il avait fait macérer dans du cyanure.

Pendant les vingt ans séparant sa démonstratiothéréme central limite et sa mort
prématurée, Alan Turing aura contribué activemenka arecherche en mathématiques :
probabilités, théorie des nombres, théorie despg®ulogique mathématique, cryptologie,
etc. On I'a vu, il s’est aussi intéressé a d’'auttesiaines, comme la biologie, en étudiant les
liens entre cette discipline et la logique, et atdébué & la naissance de lintelligence
artificielle. Mais c’est son réle dans la fondatida I'informatique théorique qui va ici retenir
notre attentioh

1.2. De la calculabilité a la complexité algorithiguie

Pour résoudre le probleme de la décision, A. Tudrgjabord da préciser le concept de
calculabilité. C’est dans cette optique qu’il a conen 1938, ce qu’A. Church a presque
aussitét appelé la « machine de Turing ». Elle @defa la «thésé de Church », laquelle
stipule que les fonctions calculables par un préceéfiectif coincident avec les fonctions
récursives, en précisant le fonctionnement d’'unptecédé effectif. La machine de Turing
reste cependant un modele théorique (A. Turing Ualifipit de « machine de papier »),
destinée au départ a préciser la notion de fonatalnulable, mais bientdt appelée a de
fructueux prolongements, qui I'entrainent de laotie de la calculabilité a la théorie des
calculs.

Avec le développement de I'informatique, les maekide Turing vont en effet devenir un
modéle universel des ordinateurs en méme tempslapi’eont permettre de formaliser le

8 Dans un texte & caractére autobiographique (GitéAp Hodges, 1983ppuscité), A. Turing accordait
autant d'intérét & son article «The chemical basimorphogenesis >Rhilosophical Transaction of the Royal
SocietyB 237, 1952, 37-72, qu'a celui consacré au probl&ta la décision. Selon A. Hodges, A. Turing
papillonnait autour de divers sujets au début adessjour a Manchester, alternant entre d’anciejetssd’étude
et de nouveaux domaines de recherche.

9 Ses travaux ont fait 'objet de rééditions sousmi® de plusieurs volumesCollected Works of
A.M. Turing Elsevier Science Publishers, Amsterdam, 1992.

10 A. Turing, « On Computable Numbers with an Apgiica to the Entscheidungsproblem », Proceedings
of the London Mathematical Society 42, 1936, 238:26ne traduction en francais par Julien Basch est
disponible dans A. Turing et J.-Y. Girartla machine de TuringEditions du Seuil, 1995 ; ce livre contient un
autre article d’A. Turing, traduit par Patrice Btéiard et consacré a l'intelligence artificielle Cemputing
Machinery and Intelligence Mind LIX, 1950, 433-460.

11 « These » est ici pris au sens de conjectureeEdéms les détails de la théorie de la calcutéhiliest pas
I'objectif de cet article. Le lecteur intéressé pauconsulter le livre de Nigel J. Cutlan€Computability (An
Introduction to Recursive Function Theqr@ambridge University Press, 1986 ou, pour uretpkis accessible,
celui de Pierre Wolperintroduction & la calculabilité InterEditions, Paris, 1991 (seconde édition ddamod,
2001).



concept d’'« algorithmel®, en définissant un algorithme comme la spécificatd’une
machine de Turing. Dans les années 1960, les Higudiens ont éprouvé le besoin de
caractériser l'efficacité des algorithmes et Idiclilté intrinseque des problemes, en termes
de ressources (typiquement, temps de calcul oueplaémoire) consommées par un
ordinateur pour traiter un probléme donné. Grosgi@nt énonceé, I'enjeu consiste a établir
une distinction entre les problémes que I'on sa@saudre sans consommer des ressources en
guantité « déraisonnable » et ceux pour lesqudbsudra renoncer a une résolution exacte,
faute de temps ou de place suffisants. En antitipanla suite, précisons dés maintenant
gu’une limite généralement acceptée entre « rasaemn et « déraisonnable » correspond
d’'un c6té a une croissance au plus polynomialae&sources avec la taille (qu’il conviendra
donc de définir soigneusement) des données du gmebl traiter, contre une croissance
exponentielle de I'autre c6té (voir la figure 4 poue illustration de telles croissances).

La encore, les machines de Turing ont fourni un @wgour définir lacomplexité des
algorithmes qui mesure, pour la complexité en temps (respatient en place), le nombre
d’instructions élémentaires effectuées (respectergnia place utilisée en mémoire) par
I'algorithme en question en fonction de la taillesddonnées a traiter. A partir de la
complexité des algorithmes, on pourra définir a s lacomplexité des problemegour
essayer de distinguer entre problemes « facilgspsoblemes « difficiles . En anticipant
une nouvelle fois et en schématisant, disons que-kéecorrespondront aux problemes que
I'on peut résoudre a l'aide d’'un algorithme de ctewjé au plus polynomiale, tandis que
'on ne saura, dans l'état actuel de nos connatesanrésoudre ceux-ci qu'a laide
d’algorithmes de complexité exponentielle. On vajtie, pour la classification des
probleme%?!, le degré des polynémes impliqués n’intervient, gsla lecture de cet article
sera facilitée si le lecteur se rappelle que, deiéna intuitive, la classification des problemes
se fait « a des polyndmes prés. »

En dépit de nombreux travaux, y compris d’éminefisrcheurs, les résultats obtenus en
théorie de la complexité depuis le théoreme fondate S.A. Cook en 1971 (voir plus loin le
théoréme 7) n'ont pas encore permis de répondrertaimes questions fondamentales, qui
seront mentionnées plus loin. Elles constituentedldment des problemes ouverts majeurs
dans le domaine de la complexité.

L'objectif de cet article consiste a esquissedle des machines de Turing en théorie de la
complexité (des algorithmes et surtout des prob&m#ans le domaine deoptimisation

12 Du nom du mathématicien arabe Muhammad Al-Khwairifim du & siécle — début du®%iécle), dont
les travaux ont fortement influencé la science dewiale du Moyen Age (voir par exemple Amy Dahan-
Dalmedico et Jeanne Peifféine histoire des mathématiques. Routes et dédations du Seuil, Paris, 1986).
Un algorithme est une méthode de résolution désates la forme d’une suite finie d'instructions,qexécutées
pas a pas, permettent de traiter, en un tempsdifisidonnées quelconques du probléme pour leglgbtithme
est congu.

13 |l convient de bien distinguer entre la complexitén algorithme, dont I'objectif est de mesurer
I'efficacité de I'algorithme considéré, congu paur probleme donné, et la complexité d’'un probleme,va
essayer de caractériser la difficulté intrinseque mtobléme considéré, indépendamment du choix de
I'algorithme retenu pour le résoudre.

14 Ceci n’étant pas valable pour la classificatios digorithmes selon leurs efficacités...

15 Au sens de la composition, I'addition ou la muigation des fonctions. Par exemple, on ne distmgu

. . . 2 . .
pas les fonctions, n” oun® entre elles, ni les fonctiond, 2" ou n2" entre elles ; en revanche, on distinguera
les trois premiéres fonctions des trois derniémgsqu’on n’obtient pas les unes a partir des aufrar
composition, addition ou multiplication avec unmusieurs polyndmes.
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combinatoire Les considérations qui suivent ne concernentlgummplexité en temps de
calcul®, Nous y distinguerons deux types de machines dagu

* les « machines de Turing déterministes » ;

* les « machines de Turing non déterministes ».

Nous commencerons par décrire le fonctionnement rdashines de Turing. Nous
montrerons ensuite comment utiliser celles-ci paéfinir la complexité des algorithmes et
construire quatre classes fondamentales contenast pioblemes d'un certain type
(« problemes de décision ») : la clagdela classeNP, la classe des « probleméd>-
complets » et lalasse cdNP. En guise de conclusion, nous évoquerons desngeioents
possibles de ce qui aura été présenté ici.

2. Machines de Turing

2.1. Description d’'une machine de Turing

Les machines de Turing (MT dans la suite) ne sastdes machines matérielles destinées
a étre construites et a étre utilisées en pratiglies fournissent un modeéle théorique pour les
ordinateurs et les algorithmes. Elles sont cars&és par un dispositif que I'on serait tenté de
considérer comme physique si elles devaient éalsées, dispositif commun aux machines
de Turing déterministes et aux machines de Turong deterministes, et par uf@nction de
transition, qui dépend de I'algorithme a représenter. Lesévdluent par étapes successives,
appelées « pas ».

Le dispositif « physique » est constitué des élémenivants (voir la figure 1 pour une
illustration) :
* une sorte d’ « unité centrale » qui contréle $emble du déroulement du programme et dont
le contenu (la fonction de transition) dépend dégbrithme a exécuter ;
e une sorte de place-mémoire, représentée par andebinfiniment longue, découpée en
cases numérotées par les entiers relatifs ; cess aamtiennent initialement les données a
traiter ; par la suite, y seront inscrits les cléntermédiaires et les résultats finals ;
* une téte de lecture-écriture permettant de liréventuellement de modifier le contenu des
cases de la bande conformément aux instructiomeifsupar I’ « unité centrale ».

16 Nous n'aborderons donc pasdamplexité en plagede méme que nous passerons sous silence d'autres
aspects de la théorie de la complexité. Le leaiésireux d’aller plus loin dans ce domaine poueraeporter au
livre de référence de Michael R. Garey et Davidl&nson,Computers and Intractability. A Guide to the
Theory of NP-Completened&/.H. Freeman and Company, New York, 1979. On zolér compléter par le livre
plus récent de S. Arora et B. Bardkomplexity Theory: A Modern ApprogcGambridge University Press,
Cambridge, 2009, et, en francais, par le livre é@ndPierre Barthélemy, Gérard Cohen et Antoine ledbs
Complexité algorithmique et problémes de commuioicgat Masson, Paris, 1992, parmi d'autres ouvrages
consacrés au méme sujet.
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Figure 1 : représentation schématique d’'une madakenBuring.

La partie de la MT associée a l'algorithme (et [ma&at le contenu de I’ « unité centrale »)
nécessite la définition de certains éléments sopgidaires :

* un ensemble finE de symboles spécifiant les caractéres susceptildefsgurer dans les
cases de la bande, dont un symbole particulieyesdwnoté b (pour « blanc »), jouant le réle
d’'une espace (entre des données, des calculs gdexmes ou des résultats) ;

* un ensemble firk d’états ;

 une fonction de transitionpermettant de définir ce que la MT doit faire aaqie étape,
selon d’'une part son état courant et d’autre mayimbole lu dans la casesur laquelle
pointe la téte de lecture-écriture ; plus précisgimelle doit permettre de choisir, en fonction
de ces deux éléments seulement, le nouvel étatldansl doit se mettre la MT, le nouveau
symbole a écrire darset le déplacement de la téte le long de la bande ¢onception un
peu plus réaliste d’'une MT laisserait plutdt cédte fixe et ferait dérouler la bande devant la
téte ; mais la n’est pas la question...).

On verra plus loin que le choix & s’il reste « raisonnable », n'est pas primordraur
fixer ses idées, le lecteur peut provisoirementspe un choix classiques:= {0, 1, b}, les
données, les calculs intermédiaires et les résudtant donc codés en binairé’est ce choix
qui a été retenu pour lillustration de la figurg La spécification d'une MT se fait donc
principalement en précisant 'ensemiiledes états et la fonction de transitiorn « pas »
d’'une MT apparait alors en fait comme la déternnimatle 'image pat du couple ¢, s), oue
désigne I'état courant de la MT ®te symbole contenu dans la case sur laquelle @tartéte
de lecture-écriture. C’est d’ailleurs la naturetdgii permet de distinguer entre machine de
Turing déterministe (MTD dans la suite) et machdeelTuring non déterministe (MTND dans
la suite).

Il existe quelques variantes minimes sur les poegirégissant le fonctionnement d’'une
MT. On peut sans perte de généralité adopter legerions suivantes :

17 Un codage un peu plus sophistiqué permettraibdercl’'espace b a I'aide de 0 et de 1, sans quit yle
confusion possible avec les bits 0 et 1 utilisésrpes données, les calculs et les résultats (ueir. Barthélemy
et alii, opuscité). Bien qu'il soit donc théoriquement possillke se passer de ce symbole, il est plus commode
de le conserver.



* les données sont initialement écrites sur lesd8ndices positifs, en commencant a la case
de numéro 0 de la bande ;

* |a téte de lecture-écriture pointe initialemamtla case de numéro 0 ;

» a chaque pas de la MT, la téte de lecture pedépkacer au plus d’'une case vers la droite ou
vers la gauche : on noterd (respectivement 1) un déplacement d'une caselaegauche
(respectivement droite) tandis que 0 représentavadnce de déplacement.

2.2. Machines de Turing déterministes

Comme on vient de le dire, ce qui distingue une MTine MTND est la nature de la
fonction de transitiort. Pour une MTD donnéd, est une fonction définie dé x S dans
ExSx{-1, 0, 1}. Autrement dit, & chaque coupk ¢), ou e désigne I'état courant stle
symbole de la case courantessocie au plus un tripl§e’, s, d), ot e’ désigne I'état de la
MTD apres le pass le symbole que la téte de lecture-écriture a g#uBsas dans la case
courante, etl le déplacement effectué par cette téte apres éedirs . On notera quén’est
pas nécessairement une application : certains esugls) peuvent ne pas avoir d'image.
Dans ce cas, quand la MTD rencontre un tel colgl&lTD ne fait rien et s’arréte. On pourra
donc considérer un tel couple comme une instructi@nrét de l'algorithme associé a la
MTD.

La figure 2 donne un exemple de fonction de transiet illustre ainsi la modélisation
d’un algorithme par une MTD. Dans cet exemfesontient six états, dont un état inital
(état dans lequel est supposée se trouver la MTBéhut de I'exécution de l'algorithme) et
deux états finals (au sens ou un calcul normat&s$é se terminer en I'un de ces états, et pas
dans un autred; etes.

t b 0 1

€1 (82) b, _1) ell O! 1) ell 1! 1)
& (€4, b, -1) €, b, -1)
€s (es b, 1) € b, 1) €, b, -1)
€4 (€s, b, 1) € b, -1) €, b, -1)
& (es 1, 0)

€ (e 0, 0)

Figure 2 : un exemple de fonction de transitionrpme machine de Turing déterministe.

Imaginons qu’on applique cette MTD a la donnée adéigure 1, donnée que I'on peut
interpréter comme l'entier 5 écrit en binaire. Piwécisément, la chaine binaire représentant
'entier 5 est placée sur la bande, dans les odisadices 0, 1 et 2. Les autres cases de la
bande contiennent initialement des espaces b. lchim&a est initialement en 'éta, et la
téte de lecture-écriture est positionnée sur |l ckesnuméro 0. Le calcul se déroule alors
étape par étape, comme indiqué par la figure 3y @précisé, a gauche, I'état de la MTD au
début de chaque pas et, a droite, la partie utiladande (sans rappeler le numéro des cases),
la case sur laguelle pointe la téte de lecturdiéerétant soulignée.
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Figure 3 : un calcul effectué par la machine dentude la figure 2.

Dans notre exemple, la MTD s’arréte donc danstl'éieet la bande ne contient qu’un
« 1 » entouré de blancs b. Il est facile d’'intefgré&ette MTD. En examinant attentivement
les instructions associées a chaque état, le lesiiconvaincra aisément que le role de
chaque état est le suivant. L'é&f qui sert d’état initial, consiste en fait a s@ldéer vers la
droite a la recherche d’un blanc, et donc de ladéna chaine binaire représentant I'entier
fourni comme donnée, sans rien changer. Quand toougé la premiére espace, on change
d’état et on passee& en revenant en arriere d’'une case : on pointeross sur le dernier bit
den, que I'on efface ; si celui-ci est un « 1 » (refpement « 0 »), on passe dans I'éat
(respectivementy) : I'état e, correspond donc a une structure d’aiguillage émsiu dernier
bit den (on constatera que I'état ne définit pas d’action au cas ou un blanc estkicas ne
peut en fait pas se produire si on a effectiverf@mntni un entier en entrée). Le role des états
e; et g, est d'effacem (ce quee, a commencé a faire) tout en mémorisant, par léxcho
antérieur de; ou deey, la valeur du bit de droite dequi a commandé I'aiguillage au début.
Les derniers étatss et e5 se contentent de récrire le dernier bitrdet arrétent le calcul.
Finalement, on constate que cette machine modéfiseigorithme qui calcule le reste d’'un
entier modulo 2, ou encore qui permet de recormkitparité d’'un entier.

On voit sur cet exemple que la modélisation d’'uyoeathme par une MTD constitue en
général un exercice assez rébarbatif et fastidi@mn.peut méme d’abord douter, comme
M. Newman quand A. Turing lui présenta ses travayXune machine d’apparence aussi
fruste puisse receler un intérét quelconque. Ettpot) ainsi qu’on I'a souligné plus haut, les
MTD fournissent un modeéle universel pour les ortéines et les algorithmes. En fait, elles
permettent de calculer toutes les fonctions récesset la «these de Church » (de ce fait
présentée parfois comme la « these de Church-Tujimgeut se reformuler, en termes non
techniques, de la facon suivante : tout ce quc&sulable I'est par une machine de Turing.

Les MTD vont aussi nous permettre de définir la paxité d’un algorithme.

2.3.Complexité d’'un algorithme

Un algorithmeA étant assimilable a une MTD, on peut chercherracteriser I'efficacité
deA a I'aide du nombre de pas effectués par la MTD@§és ; on obtiendra alors une mesure
de lacomplexité&len temps) dé : un algorithme sera d’autant plus efficace, cautint plus
faible complexité, qu’il effectuera moins de pasiptraiter des données pour lesquelea
été concu. En supposant que tous les pas d’'une NErbandent le méme temps pour étre
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effectués, la complexité d& permettra de mesurer le temps de calcul nécegsauretraiter
les données en question. Une difficulté évidenteaeqit alors : le nombre de pas ne sera
srement pas indépendant des données a traites,calion aimerait obtenir une mesure qui
soit le plus intrinseque possible.

On adopte alors le compromis suivant. L’ensenghties symboles étant fixé, on appelle
« taille des donnéed » et on notgD| le nombre de symboles nécessaires pour cbdar
l'aide deS. SoitD un jeu de données, et sgi{D) le nombre de pas effectués pagquand on
résoutD a l'aide deA. Pour définir la complexité da, on regroupe toutes les données de
méme taillen et on considére le nombre maximum de pas effeqtaes pour résoudre un tel
jeu de données :

Définition 1. La complexit&ea de A est la fonction définie sur 'ensemble des entieturels
n parca(n) = max{gn(D) pourD vérifiant|D| = n}.

A cause du maximum dans I'expressioncgecette complexité s’appelle aussimplexité
dans le pire des casOn pourrait définir lacomplexité dans le meilleur des cas
(respectivemenen moyenneen remplagant le maximum par un minimum (respentent
une moyenne). Mais la complexité dans le meilleas @¢as est souvent peu porteuse
d’'informations utiles et la complexité en moyenpeurtant pertinente pour caractériser le
comportement d’'un algorithme, est souvent tropiaiiéf a calculer (il peut méme déja étre
difficile d’avoir une idée appropriée de la loi distribution des données...). Pour ces raisons,
on se contente généralement de la complexité @dapsd des cas, appelée plus simplement
complexitéquand il n’y a pas de risque de confusion. En tioncde la nature de leurs
complexités, on distingue deux types d’algorithmes

Définition 2. Un algorithme est dgolynomialsi sa complexité est majorable par une fonction
polynomiale en la taille des données. Dans le cafraire, il est diexponentiel

Une MTD étant assimilable a un algorithme, on parkussi de MTD polynomiale si elle
représente un algorithme polynomial. Plus génératenune MT (déterministe ou non) sera
dite polynomiale si, pour traiter des données aquredaesD du probléme pour lequel elle est
concgue, elle effectue un nombre de pas majoré pgrolynéme erD|. On dit alors qLélle
résout ce probléme en un temps polynomigbolynomialemenét ce probléme est lui-méme
dit polynomial

On constate que cette terminologie est abusive goint de vue mathématique : un
algorithmeA de complexité&ca(n) = In(n) sera dit polynomial bien que sa complexité neé soi
pas un polyndme em; de méme un algorithm@& de complexitéca(n) = n! sera dit
exponentiel bien que sa complexité ne soit pasupenentielle de.

Ce partitionnement est illustré par la figurés. 4Celle-ci indique le temps de calcul
nécessaire pour traiter des données de tadtemprise entre 10 et 50 a 'aide d’un algorithme
polynomial ou exponentiel selon les lignes, exéqaé une machine de Turing que l'on
suppose capable d’effectuer mille pas en une secokRtle montre que la croissance
exponentielle rend rapidement prohibitive I'utiisa d’'un algorithme exponentiel si on doit
traiter des données faisant partie des plus dé8ciElle laisse aussi deviner que des progres

18 Adaptée, avec des compléments, du livre de M.Reyzet D.S. Johnsoopuscité.
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technologiques qui permettraient de rendre plusidesp nos ordinateurs actuels ne
changeraient pas qualitativement la conclusioragshtase précédente.

n 10 20 30 40 50
logio(n))] 0,001 s 0,0013 s 0,0015 s 0,0016 s 0,0017 s
n 0,01s 0,02 s 0,03 s 0,04 s 0,05s

n 0,1s 04s 09s 1,6s 25s

n° 1s 8s 27s 64 s 125 s

n° 1,7 mn 53,3 mn 6,75 h 28,3 h 3,6 jours
2" 1ls 17,5 mn 12,4 jours 34,9 ans 357 siecles
10" | 116jours| 3.10siécles | 3.18 siécles| 3.19 siécles 3.1Y siécles

n! 1h 7,7.18 siécles| 8,4.10 siécles| 2,6.1G°siécles| 9,6.10 siécles
n" 116 jours| 3,3.18 siécles 6,5.1G" siécles| 3,8.10*siécles| 2,8.16 siécles

Figure 4. Croissance du temps de calcul pour dégecemplexités.

En pratique, on ne passe pas par une MT pour ealtallcomplexité d’'un algorithme (ce
qui risquerait d’étre assez fastidieux...). Onisgildesopérations élémentaires’est-a-dire
des opérations qui peuvent étre modélisées pavidiede sorte que I'application d'une de ces
opérations élémentaires ne nécessite qu’'un nombrelts polynomial de pas d’'une MT.
C’est le cas des opérations usuelles, notammermp@sations arithmétiques, les affectations
de valeurs, les comparaisons, etc., quand elles aapliquées par exemple a des entiers.
Puisque, comme on I'a annoncé plus haut, la claagn des problémes que I'on cherche a
établir est définie « a des polynébmes pres », aiapt point de vue plus « macroscopique »
en considérant ces opérations élémentaires a te glas pas des MT ne perturbe pas la
classification cherchée et s’avere bien plus puati@n en verra un exemple plus bas).

2.4. Codage des données

La distinction résultant de la définition 2, derpe abord grossiere, a cependant un gros
avantage : elle permet un partitionnement des igoes indépendant du codage adopté, des
lors qu’on renonce au codage unaire (qui ne maaigulun seul symbole en plus du blanc).
En effet, imaginons qu’on utilise un ensem8legossédany (aveco > 2) symboles autres que
le blanc au lieu de I'ensemble {0, 1, b} considpghdés haut et supposons, pour simplifier, que
les donnée® se réduisent a un entierLa taille binaireD|, deD serait de I'ordre de logn)
et sa taille P|, quandn est codé a l'aide d& de l'ordre delog,(n), d'ou la relation

ID|,= D) x log, 2. A cause de ce lien linéaire entre les taillesolmplexité d’un algorithme

ne change pas qualitativement : par exemple, unglexité est polynomiale pou si et
seulement si elle I'est pour le codage binaireteCetiation n’est pas vraie seulement pour des
données réduites a un ou plusieurs entiers, maggagralé®.

19 En fait, le gain apporté par un codage plus righe le codage binaire n’est pas toujours expl@tést
par exemple le cas quand on code un vecteur bovldgrcomposantes : qu’on dispose de deux symboles utile
assimilables a «vrai » et « faux », ou de plusieiex symboles utiles ne change rien a la taillen ddadage
« naturel » de& (celui qui décriv comme une suite dgbooléens) ; dans les deux cas, la taille sera &gl
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En revanche, cette conservation de la nature dgofithme n’est plus nécessairement
vraie si on considere le codage unaire, celui gprésente un entier sous la forme de
batons § contient un seul symbole utile, le baton, en pluséparateur b). Il existe alors un
saut exponentiel entre les tailles de codage, ealgarithme exponentiel pour le codage
binaire (ou, de maniére équivalente comme on \derie voir, pour un codage possédant plus
de symboles) peut devenir polynomial pour le codagere.

A cause de ce saut exponentiel entre les taillexddages unaire et binaire (ou autre), on
n'adopte généralement pas le codage unaire, tregocomateur de symbofEsEn revanche,
le codage binaire conduisant aux mémes résultabtajifs que les autres (sauf, donc, le
codage unaire), il n'est pas génant de supposérgjagit du codage adopté. On fera cette
hypothése pour les illustrations qui suivent.

2.4. Machines de Turing non déterministes

La seule difféerence entre une MTD et une MTND pstela fonction de transition. Alors
que, pour une MTD, la fonction de transitiom associe un seul triplet
(¢', s, d) DExSx{-1, 0, 1} & un coupleg( s) ol e désigne I'état courant de la MTDske
symbole lu dans la case courante de la banpeut en associer plusieurs pour une MTND.
Plus formellement, la fonction de transition d'uME@ND est donc définie d& x S dans
'ensembleP(E x S x {-1, 0, 1}) des parties dE x S x {-1, 0, 1}. C’est la que réside le
caractére aléatoire de la MTND : a chaque pas dctiinnement de la MTND, on choisit au
hasard le triplet définissant I'instruction quen’ga exécuter parmi les possibilités associées a
(e9).

En dépit de la contradiction apparente des teromaes,machine de Turing déterministe est
donc un cas particulier de machine de Turing noterdéniste : c’est le cas pour lequel
'ensemble des triplets possibles est de cardimplel que soit le couple,(s).

La figure 5 donne un exemple de MTND.

t b 0 1

e (€2, b,-1) €. 0, 1) €1, 1)
(€2, b,-1) € b,-1)

& (€3, 0,-1) € 0,-1)
(€3 1,-1) € 1,-1)

€3 (€3, 0,-1) € 0,-1)
(€3, 1,-1) € 1,-1)

Figure 5 : un exemple de fonction de transitionrpme machine de Turing non déterministe.

Comme pour la MTD donnée plus haut, on peut se ddarace que fait la MTND de la
figure 5. Il est facile de voir que I'étet permet de se positionner sur le bit le plus aterde
la donnée (une chaine binaire). On passe alorétat &, état dans lequel on persiste tant
gu’on écrit des blancs a la place des caractese®iuse déplacant continuellement & gauche.

20 || existe cependant une exception notoire : onsitlie au contraire le codage unaire pour défesr |
problémes pseudo-polynomiaaklesprobléemes fortement NP-compléiisen sera rapidement question dans la
conclusion, sans détails). Une définition précisecds problémes sort du cadre de cette présenfdédacteur
intéressé pourra approfondir la question dansugsages cités en référence au début.
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Deés qu’on écrit un caractere autre que le blanqasse dans I'état suivast Dans cet état,
on remplace les derniers caractéres initiaux parOdeu des 1 aléatoirement, jusqu’a trouver
le premier blanc bordant la donnée a gauche, momemd machine s’arréte. On voit donc
gue, globalement, la MTND de la figure 5 commenaegifacer la partie droite de la donnée
et remplace la partie gauche par une chaine birsé@atoire (éventuellement vide). Le
passage de I'éta, a I'étate; étant lui aussi aléatoire, la MTND de la figur@é&rmet donc
d’engendrer aléatoirement toute chaine binaireodgueur inférieure ou égale a la longueur
de la donnée.

3. Classes de problemes

Nous allons maintenant nous intéresser a l'utibsague I'on peut faire des MT pour
définir des classes de problémes selon leurs diffis intrinseques, ce que I'on appelle de
nouveaucomplexité(des problemes et non plus des algorithmes). Mastrer les concepts
gui suivent, nous considérerons jusqu’a la fin detexte un probléme d’optimisation
combinatoire particulier, appelé lgrobléeme du sac a dos (binairet le probleme de
décisior?! qui lui est associé. Rappelons d’abord ce qu'estptobléeme d’optimisation
combinatoire. La définition qui suit introduit ure@ntrainte (positivité des valeurs prises
parf) qui n’est pas indispensable mais qui simplifiesaconsidérations qui suivéat

Définition 3. Un probléme d’optimisation combinatoire estprobléme qui peut se mettre
sous la forme max f(x), ouX est un ensemble fini et duest une fonction a valeurs entiéres
X

positives ou nulles.

La finitude deX assure I'existence d’'une solution optimale. Notanspassage que, le
minimum d’une fonctiorf étant égal a I'opposé du maximum de la définition 3 s’étend
aussi a un probleme de minimisation. Le problemeatua dos décrit ci-dessous, que nous
appellerons SD-O, est un probléme d’optimisatiomigimatoire.

Définition 4. Le probleme du sac a dos (binaire) SD-O estprobleme de la forme :
n

n

max Zq X , avec les contrainteg pX < 7Tet, pour I<i <n, x O{0, 1}, et oun, 7, lesu,
i=1 i=1

etlesp, (1<i<n)sontdes entiers strictement positifs donnés.

Le probléme du sac a dos tire son nhom d’'une expegigue rencontre un randonneur.
Celui-ci dispose d@& objets gu'il envisage d’emporter dans son sac @ @iaque objett
posséde une utilitg, et un poidsp,. On suppose que les utilités sont additives §ilandonc

pas d'objets redondants les uns par rapport aursgutt que le sac a dos ne peut contenir des

21| ne s’agit pas ici de Entscheidungsproblem Les problémes de décision sont définis un pesi Ipin.

22 |ci aussi, on rencontre des variantes sur la diéind’un probléme d’optimisation combinatoireertains
ouvrages considérent giXepeut étre infini dénombrable, ou gludoit &tre une forme linéaire, ou encore que les
valeurs prises pdrpeuvent étre réelles et non nécessairement enfignmarquons qu’il n'y a pas de différence,
du moins d’un point de vue théorique, entre I'hygse de valeurs entieéres et celle de valeurs retiles si I'on
suppos«X fini).
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objets de poids total strictement supérieur.@On suppose enfin que I'objectif du randonneur
est de sélectionner les objets qu’il emporte dei@nana maximiser I'utilité des objets
emportés sans dépasser le poids autorisdl suffit d’associer une variable binaine a
chaque objei en posantx = 1 si l'objeti est emporté etx = 0 sinon pour obtenir le

probleme formulé plus haut.

3.1. Problemes d’optimisation et problemes de déais

Bien qu’on s’intéresse souvent a des problemestidxigation, la théorie de la complexité
va d'abord considérer deproblemes de décisiofparfois appelés ausgroblemes de
reconnaissange

Définition 5. Un probleme de décision est un probléme damseleon pose une question
admettant la réponse « oui » Ou « hon ».

On notera que I'on exclut des réponses possiblesémnses comme « peut-étre », « je ne
sais pas », etc., et que I'on suppose que I'onaffa@re qu'a des problemes décidables. On
supposera dans la suite qu'on ne s'intéresse gesapdoblemes non triviaux, c’est-a-dire
possédant des données admettant la réponse «ebul'autres données admettant la réponse
«non ». Un exemple de probleme de décision esii del la primalité d'un entier : étant
donné un entiem, n est-il premier ? Au contraire, un probléme d’opsation, dont la réponse
est la valeur numérique du maximum cherché, n‘astyn probleme de décision.

On peut cependant associer un probléme de décssiam probleme d’optimisation
combinatoire, de fagon canonique. Considérons pelarun tel probléme, que I'on présentera
sous la forme standardisée suivante :

Nom : POC (probleme d’optimisation combinatoire) ;
Données : un ensemble fij une fonctiorf & valeurs entieres définie sXir,
Objectif : déterminer la valeur maximum tgurX.

On associe a POC le probleme de décision suivantaussi présenté de maniéere
standardisée.

Nom : PD (probleme de décision associé a POC) ;
Données : un ensemble fidj une fonctiorf a valeurs entieres définie skirun entielK ;
Question : existe-t-il un élémextdeX vérifiant f (x) > K ?

Il est alors intéressant d’étudier les liens eR@C et PD du point de leurs complexités. Il
est clair que tout algorithme résolvant POC pouwta utilisé pour résoudre PD sans
changement significatif de sa complexité : pououélse un jeu de données de PD, il suffit en
effet d’ « oublier » provisoiremeid, ce qui donne un jeu de données de POC, de résoadr
jeu de données pour obtenir le maximunf derX, enfin de comparer ce maximunika si le
maximum est supérieur ou eégakala réponse pour PD est « oui », elle est « nsimon. Par
conséquent, tout algorithme résolvant POC peut elonaissance a un algorithme permettant
de résoudre PD avec la méme complexité, & une gaimpa prés, ce qui peut étre négligé.
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En particulier, si POC peut étre résolu a l'aidendalgorithme polynomial, il en est de méme
de PD.

Qu’en est-il de la réciproque ? Sous réserve ddqges hypothéses suffisamment
raisonnables pour étre tres souvent vérifieegdproque est vraie. Plus précisément, on peut
souvent, a partir d’'un algorithme résolvant PD,stnrnre un algorithme de méme complexité
« a des polynébmes prés » pour résoudre POC. Ordenit I'intérét d’étudier les problemes
de décision plutét que les problémes d’optimisattmmbinatoire associés : les premiers
permettent d’obtenir généralement des conclusiaaditgtives concernant les seconds, tout
en étant plus «faciles » a aborder, «facilesétant pas a prendre ici au sens de la
complexité, mais seulement dans la mesure ou tddéemes de décision admettent moins de
réponses possibles que les problémes d’optimisation

Plutdét que de décrire de maniére générale comnésotidre POC en supposant connu un
algorithme résolvant PD, nous allons nous contediibustrer ce mécanisme sur I'exemple
du probléme du sac a dos. Le probleme POC est Hopsobleme SD-O précisé par la
définition 4, et le probléme de décision associdessuivant :

Nom : SD-D (probleme de décision associé au problémsac a dos) ;
Données : un entiet, n entiersu, (1<i<n), nentiersp, (1<i<n), un entiersz un entieK,
tous ces entiers étant strictement positifs ;
n n
040, 1}" vérifiant Y ux 2K et) px <7 ?

i=1 i=1

Question : existe-t-ik = (x ),

<i<n

Soit A un algorithme de complexitg permettant de résoudre SD-D. La solutios O
respectant toutes les contraintes de SD-O, le maxriM cherché dans SD-O est positif ou

n
nul. La binarité dex permet d'autre part de majorer trivialeméntpar K__, = ZUi. On
i=1

résout alors SD-D a l'aide d& avecK = K Si la réponse est « oui », on conclut :

max *

M=K

max ?

sinon on appliqgué a SD-D aveX = { gaXJ. Si la réponse est « oui », on obtient

L%Js M <K, €t on recommence aveC= L%’WJ ; sinon, on obtient 8 M {%J

K _— g . .
et on recommence avelé:{ ZaXJ. On recommence ainsi en réduisant a chaque fois de
moitié l'intervalle contenanM. Le caractere entier d&l permet alors de prévoir que ce
n
procédé dichotomique ne sera pas appliqué plusique?s log, K, = log, Zui fois. A

i=1
partir de A, on a ainsi concu un algorithm& permettant de résoudre SD-O avec une

n
complexité d’au p|U$A(T)X Iogz(z uiJ , Ou 7 désigne la taille des données de SD-D.
i=1

23|Iy a des abus dans la suite des calculs, lemappations étant traitées comme des égalités aEnun
calcul plus rigoureux, mais aussi beaucoup plusdi@udécrire, montrerait que les abus ne porteatsqu des
termes négligeables et ne remettent pas en casseotelusions qualitatives auxquelles on veut arrivl
conviendra donc de considérer les calculs qui stiicemme des indications, du reste assez présseses
différentes étapes de la démarche plutdt qu’uneodétration parfaitement rigoureuse.
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Soit 7' la taille des données associées de SD-O : lesédsnde SD-O et de SD-D ne
différent que d&, et on a dona = ' + |K|, ou|K| désigne la taille d&. On a vu plus haut
que coder un entiera en binaire nécessite envirofog, a bits. Il vient donc

n n
r'=log, m+ Zlog2 P, +z log,u. et 7=r1"+log, K. On peut supposer qu'on ne s'intéresse
i=1 i=1

gu'aux valeurs deK inférieures ou égales & _  (sans quoi la réponse est trivialement

max

«non »). On a alorg, K < log, K, ., = |092£z uiJ , ce que I'on peut majorer d’abord par
i=1

log,n +log,u...,, ouu. . désigne le plus grand des(1<i < n), puis parn+log, u,,, ; On
n
obtient donc :Iogz(ZuiJ < n+log, u,,,. Par ailleurs, chaque, (1 <i <n) nécessitant au
i=1
moins un bit pour étre codé, on a besoin d’au meibigs pour coder tous leg (1<i<n);
d’ou log, K < n+log,u,,, < 7' etdoncr <271'.
On peut maintenant conclure en regroupant lesrdiité éléments auxquels on a abouti.
On a vu que lapplication deA a des données de taille’ nécessite au plus

n
cA(r)XIogz(z uiJ opérations élémentaires. En supposant quenietiém cy est croissante
i=1

n
(hypothése vérifiée en pratique), on peut majoeen@mbre pach(Zr’)XIogz(z uiJ, puis
i=1
par ' xc,(27'). Si on désigne pac, la complexité deA, on obtient finalement
c,(r) < ' xc,(2r'). Le majorant de cette inégalité étant, a des @ohes prés (un
polyndme multiplicatif qui est l'identité, un autpolyndme égal a deux fois l'identité qui
intervient par composition), de méme nature gweon en déduit queA' n’'est pas de
complexité qualitativement plus élevée queEn particulier, siA est polynomial, alorsA'
I'est aussi.

De ceci et de la remarque qui suit la formulationpdobleme PD plus haut, il appert que
SD-0O et SD-D sont, « a des polynbmes prés », deemo@&mplexité. On constate qu’on a peu
fait intervenir les spécificités du probleme du sados dans cette illustration. Cela laisse
penser que le résultat auquel on vient d’aboutilea chances de se retrouver pour de
nombreux problémes d’optimisation combinatoireest’en effet le cas.

On peut ne pas se contenter de calculer 'optimentadonction a optimiser, mais aussi
vouloir une solution permettant d’atteindre cetimpim. Une méthode du méme genre que
celle que I'on vient de voir, mais qui suppose fiées des hypothéses plus contraignantes,
montrerait que savoir résoudre un probleme de idécipermet souvent d’exhiber une
solution optimale avec une complexité qualitativatmdentique. Pour le probleme du sac a
dos, elle consisterait a calculer le maximhhtomme on vient de faire, puis a s’intéresser a
SD-D en fixantk =M etx; = 1; si la réponse est « non », on en déduittque solution
optimale est telle qu&; est nul : on supprime des données tout ce quierorx; et on
recommence avec les données restantes (en pattiauBcK = M) ; sinon, c’est qu'il existe
une solution optimale aveg = 1 : on supprime tout ce qui concemedes données et on
recommence avek = M — u; et 7— p; a la place dez En itérant le processusfois, on
obtient une solution optimale.
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3.2. Laclasse P

Par définition, la classB (pour polynomia) ne contient que dgsroblémes de décision
polynomiaux c’est-a-dire que lI'on peut résoudre a l'aide d’algorithme polynomial.
Rappelons que « résoudre » signifie pour un probldendécision pouvoir exhiber la réponse
«oui» ou «non» selon les données a traiter. f&u de I'équivalence existant entre
algorithme et MTD, on peut définir la claBele la maniére suivante.

Définition 6. La classd® est 'ensemble des problemes de décision quepé&r résoudre a
I'aide d’'une MTD en un temps polynomial.

S'’il est vrai que la clasde contient de nombreux problémes de décision, cexri@itres ne
sont pas connus pour étre polynomiaux (ce qui greifea@ pas qu’ils ne le sont pas). C’est le
cas par exemple de SD-D. Nous allons maintenanirdame autre classe, plus vaste, qui
contiendra ce probléme : la clagée.

3.3. Laclasse NP

Contrairement a la clasg® la classé\NP (pournondeterministic polynomigf) ne préserve
pas la symétrie entre la réponse « oui » et langpe non ». Elle fait d’autre part appel a des
machines non déterministes.

Définition 7. La classeNP est 'ensemble des problemes de décision donteoi rgsoudre
les données admettant la réponse « oui » en urstpoipnomial a I'aide d’'une MTND.

La manipulation des MT (déterministes ou non) éeangénéral délicate et fastidieuse, on
raisonne rarement directement sur des MTND queleesmigpour montrer qu’un probleme est
dansNP. On préféere plutdt considérer des MTND dans lelbegi®n pourra distinguer deux
parties : une partie aléatoire suivie d’une pagéerministe. En reprenant les notations du
probléme générique appelé plus haut PD, la paéetare, qui pourra étre du méme genre
gue la MTND de la figure 5, aura pour mission dieen une solutiorx devant donner Bune
valeur supérieure ou égaleka La partie déterministe, simple MTD, se contentas de
vérifier que cex, trouvé sans qu’on sache bien comment du faitadacatére aléatoire de la
démarche (rappelons-nous que le fonctionnementedWMND nécessite de faire des choix
guand la fonction de transition associe plusietjpgets a un couple (état courant, symbole lu)
donné et qu’on ne sait paspriori comment effectuer ces choix), convient en effatrpo
justifier une réponse positive.

24 e sigleNP est trop souvent percu, a tort, comme signifiamor polynomial », ce qui engendre une
confusion et rend incompréhensible la relationaltision deP dansNP (voir théoréeme 2). Il y aurait sans doute
avantage a appeler cette clag¥¢ en francais ; I'usage consacre néanmoins le sigffo-saxonNP; nous
suivrons ici cet usage.
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On parle alors dédevirt>. Comme son nom lindique, le devin a pour misgiendeviner
les choix qu’il convient de faire pour construile que le devin présente comme une solution
permettant de justifier la réponse « oui », c’eslira x dans le cas de PD, solution que nous
appellerons plus généralement certificat succinctou simplemencertificat Si, pour des
données quelconqué&s admettant la réponse « oui », le devin peut extsba certificat en
un temps polynomial elD| et si vérifier que ce certificat conduit bien aréponse « oui »
peut se faire aussi en un temps polynomialDénon aura montré que le probléme traité est
dans la classBP. On aurait donc pu proposer pour la cladfda définition suivante au lieu
de la définition 7.

Définition 7 bis. La classBIP est 'ensemble des problémes de décision pouuédsan peut
vérifier en un temps polynomial a I'aide d’'une MTD’'un certificat proposé par un devin
permet bien de conclure que la réponse est « oui ».

Pour illustrer cette autre fagcon de voir une MTNDaginons que plusieurs personnes
travaillent sur le probleme du sac a dos SD-D (adonteprend les notations), et traitent des
données admettant, a leur insu bien sdr, la répemss ». Arrive (peut-étre) un moment ou
'une d’entre elles, qui va jouer le réle du devimuve, ou croit trouver, un certificat devant
conduire a la réponse « oui ». Ce certificat poétra, et sera tres vraisemblablement, une
suite binaire donnant les valeurs degariablesx; (1 <i < n). Les autres personnes ne savent
pas comment le devin a effectué ses choix et, siedait recommencer, peut-étre le devin
proposerait-il d’autres valeurs ; c'est la partienndéterministe, qui est ici terminée.
Commence maintenant la vérification effectuée pardutres. Ceux-ci devront d’abord lire le
certificat, ce qui impliqgue au passage que lagalll certificat soit majorée par un polynébme
en la taille des données. lls devront ensuite taldwitilité et le poids de la solution proposée
par le devin et enfin comparer cette utilit& &t ce poids arpour conclure. Il n’est pas trop
difficile de constater que la complexité de l'altjome de vérification est polynomiale,
surtout si I'on adopte le point de vue « macrosgogi» des opérations élémentaires. Dans ce
cas, on effectue en effet enviroraffectations pour définir le certificat, puis additions pour
calculer I'utilité et le poids, et enfin deux com@i@ons pour savoir si les inégalités sont
satisfaites. Or, on a établi plus haut que laga@ifts données était au moins de I'ordre.den
peut donc facilement majorer le nombre total d’agiéns élémentaires par un polynédme en la
taille des données, et nous venons d’établir quédSd3t un élément deP :

Proposition1. SD-D NP.

Cet exemple permet aussi de justifier la différetedraitement entre la réponse « oui » et
la réponse « non ». Autant le devin peut facilenments convaincre d’une réponse positive en
exhibant une solution qu’il prétend étre satisfaisa autant il semble difficile de nous
convaincre, en temps polynomial, d’'une réponse thégapour SD-D, on ne peut pas passer

25 C'est dailleurs ainsi que M.R. Garey et D.S. Jaym ppuscité) introduisent directement la notion de
MTND : ils présentent une MTND comme une MTD powwdiun tel devin, sans utiliser des fonctions de
transition pouvant associer plusieurs instructi@ns couple (état courant, symbole lu) donné. Sy gagne en
simplicité au moment d'appliquer une MTND a un peshe de décision, certains résultats deviennent en
revanche plus difficiles a établir, comme le thémé3 énoncé plus loin. De ce point de vue, le ligee
J.-P. Barthélemst alii (opuscité) est plus satisfaisant car plus rigoureux.
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en revue les "2possibilités poux, puisqu’on sort alors des vérifications polynomsalBien
souvent, pour les problémes N®, on ne trouve pas (ce qui ne signifie d'ailleues gu'’il
n'en existe pas) d’argument simple, c’est-a-dirdypomial, pour prouver une réponse
négative...

Le probleme SD-D est loin d’étre le seul a appart@NP. Comme on va le voir, tous les
problémes d® sont aussi dan¥P. En outre, de nombreux problémes qui ne sont pasus
pour étre dan® sont dan$\P. Mais ne pas réussir a montrer qu’un problemelassP ne
signifie pas qu'il n'y est pas réellement. Ce qous améne a nous intéresser aux relations
entreP etNP.

3.4. Relations entre P et NP

On a déja remarqué que toute MTD peut étre corsssddéomme une MTND particuliére.
On obtient donc immédiatement le théoréme suivant.

Théoreme. PO NP.

La question de savoir si cette inclusion est &zt s'il s'agit d’'une égalité constitue I'une
des questions ouvertes fondamentales de la thderia complexit®. Sa résolution aurait
bien sOr des conséquences en théorie de la caldglalnais aussi des répercussions
pratiqgues dans tous les domaines ou intervienriefdrinatique et I'ordinateur, c’est-a-dire
finalement a peu prés tous les domaines...

Probleme ouvert2’. A-t-on PO NP ou P=NF ?

A défaut de résoudre le probléme précédent, on peuttrer que les problémes de la
classeNP ne sont pas pour autant d’'une complexité aussdgrgu’on pourrait I'imaginer. Le
théoréme suivant précise cette limitation.

Théoréme3. Soit/7 un probleme d&\P. Il existe un polyndm&) et une MTD associée a un

algorithme (déterministe) de complexﬁg(”) pour résoudre n'importe quelle donrigele /7
admettant la réponse « oui » et de tdile= n.

Idée de la preuveDire que/7 appartient &P revient a dire qu'il existe une MTND résolvant
/7 polynomialement. Autrement dit, il existe un pdyme Q' tel que, quelle que soit la

26 Cette question est aussi I'un des sept problémadpis qualifiés de « problémes du millénaire »,
considérés par un comité international de mathémeat réuni par I€lay Mathematics Institut€CMI) comme
étant les plus difficiles et les plus importantss deathématiques contemporaines (voir le site du CMI
http://www.claymath.org/millennium/). Le CMI récompse d'un prix de un million de dollars la résalatide
chacun de ces problemes. C’est ainsi que le CMin@recé, le 18 mars 2010, I'attribution de ce pri@rgori
Perelman — lequel a refusé le prix, aprés avoirséefa médaille Fields qui lui était attribuée pag mémes
raisons en 2006 — pour ses travaux relatifs a $aluGon de la conjecture de Poincaré. Restent dixc
probléemes non encore résolus, dont le nétre (poer présentation vulgarisée de ces problemes, \aiir p
exemple le livre de K. DevliThe Millenium Problems: The Seven Greatest UnsaWathematical Puzzles of
our Time Basic Books, New York, 2002 ; traduction franeaite C. Larocheles Enigmes mathématiques du
troisieme millénaireLe Pommier, Paris, 2002).

27 Nous utiliserons le symbole pour représenter I'inclusion stricte exclusivement
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donnéeD de /7 admettant la réponse «oui » a traiter, le nontdwepas effectués par la
MTND est majoré palQ'(Id). La MTND étant fixée, il existe une constahktenajorant le

nombre de triplets associés par la fonction desttiam de la MTND a un couple
(état, symbole). On peut suppokeupérieur ou égal a 2, sans quoi la MTND est ui® Mt

la croissance relative d’'un polyndme et d’une exgpielle permet de conclure. Il est alors
facile de concevoir un algorithme déterministe (gara la MTD cherchée) qui envisage
successivement tous les triplets possibles quand iin choix a effectuer. Par conséquent, le
premier pas de la MTND engendrera au jdysas de la MTD, les deux premiers pas de la
MTND engendreront au plu€ pas de la MTD, et ainsi de suite, jusqu’au derpis de la
MTND : les pas, en nombre au plus éga(D’i(Id), effectués par la MTND engendreront au

plus kQ'QD‘) pas de la MTD. De plus, si la MTND conduit a Ipagse « oui » en au plus

Q'(I[j) pas, notre MTD trouvera aussi la réponse « oui aLepIust'QD‘) pas, puisque les

choix effectués par la MTND sont forcément examiaésr moment ou a un autre par notre
MTD. L’algorithme déterministe d’exploration exhdéive que nous venons d’envisager

permet donc de résoudr@ avec une complexité majorée pkiP'qD‘). Il suffit de poser
Q=Q'xlog, k pour pouvoir conclure. .

Ce théoreme montre qu'il peut y avoir un saut expdiel entre la difficulté des problemes
de P et celle des problémes ¢, mais montre aussi qu’il ne peut pas y avoir, &mes
imagés, deux niveaux d’exponentielles les sépakam. autre facon d’interpréter le résultat
consiste a dire que I'introduction d’un fonctionresth non déterministe permet de réduire la
complexité des problemes d’'un facteur exponentiels pas de deux ou plus — c’est l'intérét
du devin des MTND : celui-ci réduit qualitativemdatcomplexité en indiquant a la MTD
envisagée dans la preuve quels choix effectuer @adopter un déroulement identique a celui
de la MTND. On peut dés lors se demander s’il s&xpas des problémes de décision situés
a l'extérieur deNP. Mais le fait de ne pas savoir répondre a la djquegposée dans le
probleme ouvert 1 formulé plus haut indique queda-vacuité de I'extérieur déP n’est pas
un probléme simple a aborder...

Dans I'immédiat, nous allons nous intéresser &dtieur deNP.

3.5. Transformations polynomiales et problemes Kémplets

Pour structurer lintérieur d&lP, nous allons utiliser la notion deansformation(ou
réduction polynomiale que nous noterons.

Définition 8. Soient/7 et /7' deux problémes de décision. On dit gdse transformdou se
réduif) polynomialement en/7' s'il existe un algorithme polynomial transformatoute
donnéeD de /7 en une donné®' de /7' admettant la méme réponse dueOn écrit alors
n=<r.

Il est intéressant de donner une interprétationladeelation /7</7'. Elle consiste
finalement a dire que toute donn&ede /7 est une donnée dé/' sous une sorte de
« déguisement », « déguisement » que traduit Ifdlgoe polynomial de la définition 8 mais
qui ne travestit pas la donnée d&au point d’en changer la réponse. De ce fait, tout
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algorithme A’ concgu pour résoudrg’ pourra en particulier traiter ces données « dégsis
et donc indirectement résoudfé Or, I'algorithme de déguisement ne « co(te » pas
qu’un polynéme efD|. Par conséquent, la méthode qui consiste, patertiene donné® de
/1, a transformer d’abor® en une donnéd' de /7', puis a traiterD’' a l'aide de A
constitue un algorithme de complexité identique,des polyndmes prés », a celleAle On
en déduit que, toujours « a des polynémes présne peut pas étre plus difficile gU& . On
pourra donc interpréter la relatidi@ < /7' en «/7 n’est pas plus difficile qué/’ », ou encore
« [1" est au moins aussi difficile que ».

lllustrons ce concept de transformation polynomiateis forme d'un lemme qu’on
utilisera plus loin. Elle fait intervenir un nouweaprobléeme, qu'on transformera
polynomialement ensuite en SD-D.

Définition 9. On appelldartition28 le probleme de décision suivant :

Nom : Partition ;

Données : un entian et une suite den entiers strictement posititg (1 <i < m) de somme
paire o

Question : existe-t-il 0{1, 2, ...,m} tel que) g = o?

iol

Lemmed. Partition< SD-D.

m
Preuve.Considérons une donnéa { a, ay, ..., an) quelconque de Partition av@a =20.
i=1

Associons-lui la donnée( us, U, ...,Un ; P1, P2, ---,Pn ; 77; K) de SD-D définie par :
'n=m;
epourl<i<nu=p =a,;
1=K =0

Il est facile de vérifier que la définition de l@amthée de SD-D ainsi créée ne nécessite
gu’'un nombre d’opérations polynomial en la tailke ld donnée de Partition ; autrement dit,
cette transformation est polynomiale.

Montrons qu’elle conserve la réponse.

Supposons que la réponse admise par &, ay, ..., an) SOit « oui ». Il existe donc un
ensemble d’indice$ {1, 2, ...,m} vérifiantZa = 0. Posons; = 1 sii O 1 etx = 0 sinon.

n n .
Il vient alors D u% =D g = 02K et Y. px =>.& =0<: ce choix dess (L<i<n)
i=1 il i=1 iol

montre que la réponse a la donnée (g, Uy, ..., Un; P1, P2, ..., Pn; 7T; K) de SD-D ainsi
construite est « oui ».

Réciproguement, supposons que (1, Uz, ...,Un; P1, P2, ..., Pn; 77; K) admette la réponse
« oui », Soitx:(>g)1 une solution donnant a ( ug, U, ..., Un; P1, P2, ..., Pn; 77; K) la

<i<n

28 Aussi appelé « Partage » selon les auteurs ditéshput en références.
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n
réponse « oui ». Posohs {i tel que I<i<netx =1}. Onaalors) g = Y .ux 2K =0 et
TR

n
Y g =Y. pix < 77= 0 : laréponse admise pan( a;, a, ..., am) est donc « oui ».

il i=1
La transformation envisagée étant polynomiale eseovant la réponse, on a bien montré
la relation Partitionk SD-D. .

Il est facile d’établir la proposition suivante, iquesulte du fait que I'ensemble des
polyndmes est stable par composition.

Proposition5. La relation< définit un préordr® sur 'ensemble des problemes de décision.

La classification des problémes qu’élabore la tizede la complexité ne distinguant pas
des polyndmes de degrés différents, on ne serayppss par le résultat suivant, dont nous ne
donnerons pas une preuve formelle, mais seulenesnindications de preuve.

Proposition6. O /7 OP, O /7" ONP, /7<1T7".

Idée de la preuvePour toute donnée de /7, il suffit de résoudr® polynomialement (ce qui
est possible puisqu@ appartient &) puis, si la réponse est « oui » (respectivemanin:»)

lui associer une donnée fixée B admettant la réponse « oui » (respectivement «})én

Cette transformation est bien polynomiale (le dattaila réponse I'est par hypothese ir
et la construction de I'image d2 est de complexité constante) et, par construcpodserve
la réponse. D’ou la relation. .

Ce résultat montre que les problemedPdsont les « plus faciles » (au sens-dede NP.

On peut en déduire certains autres résultats,yeange :
(1< et/1" OP)= MNOP;

(1< etrn7T0OP)= /1" OP;

*P=NP = (C/7 OPtelqued /7ONP, /7<1T)...

La derniére relation reviendrait a montrer I'exigte d'un probléme de décision
polynomial au moins aussi difficile que tout prabi deNP. A défaut de pouvoir exhiber un
tel probléme ou de démontrer qu’il n'en existe (@squi reviendrait a résoudre le probleme
ouvert 1), on peut s’interroger sur I'existencenrviale, d’'un probleme d&lP au moins
aussi difficile que tout probleme dP. Le théoreme fondateur de S.A. C&oil971) montre
gu’'un tel probleme existe. Avant de I'’énoncer etnddonner une vague idée de preuve, nous
avons besoin de certaines définitions issues dwadwnte la logique.

29 Rappelons qu’un préordre est une relation réflexivtransitive.

30 Une erreur classique consiste a faire dépendimtaformation de la donnée qu’on veut modifierlaCe
est bien sdr illicite, puisque cette réponse nefas partie de la donnée (sans quoi on ne la lobexit pas !),
sauf si on peut la trouver en temps polynomialieamént dit sauf si le probléme appartief?, &e qui est le cas
ici.

31 S.A. Cook, « The complexity of theorem-proving @edures »Proceedings of the Third Annual ACM
Symposium on Theory of Computigsociation for Computing Machinery, New York,719 151-158.
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Définitions10.

 Soit u une variable booléenne ; on naiele conjuguéassocié ai, c’'est-a-dire la variable
booléenne qui vaut « vrai » (respectivement « fauguandu vaut « faux » (respectivement
« vrai »). SoitJ une famille de variables booléennes ; on ndtéa famille des conjugués des
éléments d&). Un élément d& O U s’appelle urittéral.

 Soit U une famille de variables booléennes. On apgdeltetion d’assignatiorde U toute
fonction définie deJ dans {faux, vrai}.

* Soit U une famille de variables booléennes. On apmtdiesedéfinie surU une formuleC
logique de la form& w; Cw,L...Lwy ) (ouk(C) désigne le nombre de littéraux G telle
que, pour K i < k(C), w OUDOU . On dit qu’une claus€ définie surU estsatisfiables'il
existe une fonction d’assignatiopde U telle queC contienne au moins un littéral dont
limage pargsoit égale a « vrai ».

» On appellesatisfiabilité(ou simplemenSAT) le probléeme suivant :

Nom : SAT ;

Données : une famillg de variables booléennes, une famille de claus@asesury ;
Question : existe-t-il une fonction d’assignatiogfidie sur U permettant de satisfaire
simultanément toutes les clauses ?

Théoreme’ (théoreme de Cook, 1971)./7 ONP, /7 < SAT.

Idée de la preuvell est exclu de détailler ici la preuve du théneede Cook (le lecteur
intéressé la trouvera dans les ouvrages citéshalug. Disons seulement que l'idée globale
consiste a modéliser le comportement d'une MTNDsgotme de clauses logiques.

Pour cela, on considere des variables booléenngeideypes :
* les premiéres traduisent le fait qu'a un ins@miné (le temps étant mesuré par le nombre
de pas effectués par la MTND), la MTND est ou nangdun état donné ;
* les deuxiemes traduisent le fait qu'a un inst@mné, la téte de lecture-écriture pointe ou
non sur une case donnée ;
* les troisiemes traduisent le fait qu’a un instdotné et dans une case donnée se trouve ou
non un symbole donné.

Les clauses se répartissent en six groupes. lleesgmndent respectivement aux Six
propriétés suivantes :
* d tout instant, la MTND est dans un état et wi se
* a tout instant, la téte de lecture-écriture poBUr une case et une seule ;
* a tout instant, chaque case de la bande contiesymbole et un seul ;
* a tout instant autre que celui de départ, laigordtion de la MTND résulte de I'application
de la fonction de transition a la configurationcas8e a I'instant précédent ;
* a l'instant de départ, les données sont enrégistsur la bande et la MTND est dans sa
configuration initiale ;
 au dernier instant, la MTND est dans la configioraqu’elle doit avoir quand les calculs
sont terminés.

Grace a tout ceci, on peut modéliser le comportémiene MTND quelconque a 'aide de
formules logiques. Quand on veut ensuite transfoumeorobleme7 de NP en SAT, il suffit
de considérer une MTND permettant de résoudret de traduire celle-ci sous forme de

32 e symbole «_ » désigne le « ou » logique.
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clauses pour obtenir une donnée de SAT admettamélae réponse que la donnée/de
transformée. La traduction sous forme de clausesgra étre faite en temps polynomial, on
peut conclure que tout problénié de NP n’est pas plus difficile que SAT, ou encore que
SAT est au moins aussi difficile que tout problésedP. .

Les problemes dBIP au moins aussi difficiles que tout autre probléedNP portent un
nom que précise la définition suivante.

Définition 11. Un probléeme NP-compleést un probleme7 de NP vérifiant la propriété
suivante :[0 /7 ONP, /7' < /7. On noteNPCl'ensemble des problemé#>-complets.

Autrement dit, les problémeNP-complets sont les problémes les plus difficileslae
classeNP. On peut ainsi reformuler le théoreme de Cookisard que SAT edXIP-complet.

Il existe de nombreux probléméd>-complets : M.R. Garey et D.S. John¥oan recensent
plusieurs centaines, chacun d’entre eux pouvaminat@r donner de nombreuses variantes
NP-completed?, dans des domaines tres divers des mathématiqude Einformatique :
théorie des graphes, conception des réseaux, ¢hées ensembles, ordonnancement de
taches, programmation mathématique, algébre, tnéles nombres, théorie des jeux, logique,
théorie des automates, etc.

D'un point de vue pratique, il est a la fois famick et inutile, pour montrer qu’un
probleme de décision eBlP-complet, de procéder comme on vient de faire gablir la
NP-complétude de SAT. En effet, la transitivité dedition< (voir la proposition 5) permet
de démontrer le théoreme suivant.

Théoreme3. Soit/70 NP. S'il existe /7' O NPCvérifiant /7' < /7, alors/7 0 NPC.

Pour montrer qu’un probleme de décisibhest NP-complet, il suffit donc d’adopter la
démarche suivante (impossible cependant a applioppar démontrer le théoréme de Cook,
puisque c’est celui-ci qui montre que les probleMBsomplets existent) :

e montrer que7 appartient NP ;

* choisir un problemé&7' connu pour étr&lP-complet ;

* établir la relationV7' < /7.

Ainsi, a partir de SAT, on montre progressivemariiP-complétude d’autres problémes qui,
a leur tour, peuvent étre utilisés pour démonta@tP-complétude de nouveaux problémes, et
ainsi de suite. Par exemple, dans cette cascadésdéats, on arrive assez rapidement a
établir la NP-complétude du probléme qu'on a appelé plus haditi®a. A l'aide de ce
résultat, on obtient le théoreme 9 comme corolld&da proposition 1 et du lemme 4.

Théoreme. SD-DU NPC.

33 ppuscité.

34 pour donner une idée du nombre de variantes quepeut atteindre, citons un dénombrement di a
B.J. Lageweg, E.L. Lawler, J.K. Lenstra et A.H.Ginmdoy Kan, « Computer aided classification of
deterministic scheduling problems », Mathematisemt@im, 1978. A partir d’'un probléme d’ordonnanceme
appeléPreemptive Schedulingn anglais, ils ont énuméré 4536 problémes d'ardncement dont 3730 (soit
82 %) sont associés a des probléemes de déddresomplets, 416 (soit 9 %) sont polynomiaux et 38dit(9 %)
étaient de complexité inconnue a I'époque.

-23 -



Le probleme du sac a dos SD-D peut alors étre &me utilisé pour montrer I&IP-
complétude d’autres problemes, par exemple le problde décision associé a un probléme
important en optimisation combinatoire : celui @& drogrammation linéaire en nombres
entierss.

3.6. Structure de NP

On a déja avoué notre ignorance concernant lalgesdientité entré et NP. On est donc
confronté a deux hypotheses.FSest égal &P, on a tout dit sur la structure &P : c’est
simplement celle d&36; cette situation est illustrée par le dessin @eche de la figure 6. Si
P differe deNP, alors on montre facilement gieet NPC sont disjoints :

Proposition10.
*P#NP = PnNPC=0 ;
*P=NP = L /70P, C /7 ONPC vérifiant /7' < /7.

Vient inévitablement une nouvelle question : dansds olP et NP sont distincts, qu'y a-
t-il entre P et NPC dans NP? Le vide? Un nombre fini de classes de diffi&silt
intermédiaires ? Un nombre infini de telles clasdé® théoréme suivant, conséquence d’un
résultat d0 & R.E. Ladri&r montre que cette derniere hypothése est la bonne.

Théoreme 11 (théoreme de Ladner, 1975). SiP # NP, alors
O /7TONP-P, C/7" ONP-Ptel que/7' < [Tet/7 £ /1T.

Autrement dit, pour tout problemé&/ de NP non polynomial, on peut construire un
probleme non polynomial et de difficulté qualitaiment (c’est-a-dire, pas seulement « a des
polynbmes pres ») différente de celle e En recommencant une telle construction, on
obtient un nombre infini de classes de problemediffieultés différentes (et d’ailleurs non
nécessairement comparables, au sens)de

On peut illustrer la situatioR # NP par le dessin de droite de la figure 6 (ou less®a de
complexités intermédiaires, situées enreet NP, sont symbolisées par des especes de
briques).

35 Celui-ci consiste & optimiser, a l'aide de varba valeurs entiéres, une forme linéaire soumigesa
contraintes linéaires. Pour démontrer le résultabacé, il suffitgrosso modale constater que SD-O est un tel
probléme de programmation linéaire en nombres mntet d'utiliser lidentité comme transformation
polynomiale...

36 Tout n'est pas tout a fait dit pour autant : omtpaussi s'intéresser a une structure plus finéden
s'intéressant par exemple aux problemes dont ot @@soudre les donnéé&s a l'aide d’'algorithmes dont la
complexité est majorée par un polyndme erDlpgpres lecture des données elles-mémes (lagueliereément
linéaire enl|). Ces considérations sortent de notre cadre.

37 R.E. Ladner, « On the structure of polynomial timelucibility », Journal of the Association for
Computing Machinerg2, 1975, 155-171.
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Figure 6. lllustration des deux cBs= NP (a gauche) o® # NP (a droite).

3.7. La classe co-NP

On a remarqué, au moment de définir la cla¥dge la dissymétrie entre les réponses
« oui » et « non » introduite par cette définiti@n peut alors tout reprendre en remplacant
« oui » par « non » dans les définitions des ckaBsBIP etNPC: on obtient de cette maniere
respectivement les classesR0eoNP, coNPC. De maniere assez immédiate, on voit que si
un probléme/7 appartient a une de ces clasGeslors le probléme céf obtenu par négation
de /7 appartient a c@. Ainsi, la négation co-SD-D de SD-D est un proldenoNP-
complet :

Proposition12. Le probléme co-SD-D appartient aNBC, ou co-SD-D est défini par :
Nom : co-SD-D ;
Données : un entier, n entiersu, (1<i <n), nentiersp, (1<i <n), un entierrz un entierK,
tous ces entiers étant strictement positifs ;
n n
0{0, 1}" vérifiant ), px, < 77, a-t-on Y ux <K ?
i=1

i=1

Questior# : quel que soik = (x ),

<i<n

Du fait de la symétrie jouée par les réponses «wati « non » dans la définition &eon
obtient facilement les deux résultats de la prapmsil3.

Proposition13.P = coP LI coNP.

Fort de ce résultat, on peut légitimement s’intgerosur les liens entidP et coNP. De
méme gu’'on ne sait pas conclure a propos des égasts entrd® et NP, I'égalité ou la
distinction deNP et coNP reste inconnue, ce qui constitue le deuxieme problouvert.

Probleme ouver?. A-t-onNP = coNP ouNP # coNP ?

Compte tenu de ce qui a déja été dit, on constad’'gn peut avoiNP = coNP sans avoir
P = NP (en revanche, 'égalit = NP entraine bien sOr I'égalitdP = coNP puisque alors
toutes ces classes sont confondues). En revanch¢P €t coNP sont distincts (ce qui
implique donc qué est distinct a la fois ddP et de coNP), on peut montrer le résultat de la
proposition 14, selon lequel aucun probleme ne génat a la foisNP-complet et caNP-
complet :

38 Le lecteur notera le choix adapté des quantifizatpar rapport a la négation du probléme SD-D.
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Proposition14. SiNP # coNP, alorsNPC n coNPC=01.

En fait, d'une maniere plus généraleN$t et coNP sont distincts, aucun probleme Né&-
complet n’est danBlP et aucun problemliP-complet n’est dans cNP. Ainsi co-SD-D n’est
pas connu pour étre damMdP et SD-D n’est pas connu pour étre dansN&o{une telle
connaissance résoudrait le probleme ouvert 2, ldosblution serait alorBlP = coNP). Par
ailleurs,P étant égal a c® on a déja remarqué gleest a la fois danNlP (théoreme 2) et
dans coNP (proposition 13), donc dans leur intersection. @esiltats sont résumeés par la
proposition 15, qui généralise la proposition pdecée.

Proposition15.
* SiNP# coNP, alorsNPC n coNP=0 etcoNPCn NP=0O.
P LI NP n coNP.

La derniére inclusion suscite une nouvelle fois imerrogation : I'intersection ds8P et
de coNP est-elle réduite &, ou y a-t-il dansNP n coNP d’autres problemes que ceux
deP ? De nouveau, on ne connait pas la réponse :

Probleme ouver8. A-t-onP =NP n coNPouP LI NP n coNP?

3.8. Résumé

Résumons les différentes possibilités rencontréésédemment, en fonction des réponses
aux trois problémes ouverts énoncés plus hauts Bat illustrées par les figures 6 et 7.

Le premier probléeme ouvert rencontré porte suretiiité deP et NP. Si P et NP sont
confondus, le dessin de gauche de la figure 6 rédiensemble des classes définies plus
haut, puisqu’on a alorB = NP = NPC = coNP = coNPC. Sinon, il existe une infinité de
classes danBIP, partiellement ordonnées (il s’agit de I'ordre uitdpar la relation<). Cet
ordre admet un élément minimal : la clafseconstituée des problémes les plus faciles (au
sens donné jusqu’a présent) BN, et un élément maximal daf$P: la classeNPC,
constituée des problémes les plus difficiles (tatgaau méme sens) dE.

Apparait ensuite le deuxieme probleme ouvert, ifedtégalité deNP et coNP. SiNP et
co-NP sont égaux, la fin du paragraphe précédent suffiécrire la situation, illustrée par le
dessin de droite de la figure 6. Sinon, on saitlgorsection deNP et de coNP contient au
moins P, tandis que lintersection d&P et de coNPC est vide, ainsi que l'intersection de
NPC et de coNP. On sait de plus qu’il existe une infinité de sks, certaines incomparables
les unes aux autres, de complexités intermédiainée P et NPC d’'une part,P et coNPC
d’autre part. Cette situation est illustrée pdidare 7, sans qu’'on s’y prononce sur la vacuité
ou la non-vacuité deNP n coNP) — P, ce qui constitue I'objet du troisieme probléme
ouvert.
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Figure 7. Ca®NP # co-NP

4. Conclusion

Cette présentation ne prétend pas épuiser le sojetde la. Son ambition est plutét de
montrer comment les machines de Turing, initialemesoncues pour résoudre
I'Entscheidungsproblemsont devenues un outil fondamental pour étuddeicdmplexité
algorithmique et pour classer les problemes saondifficulte.

Elles nous ont d’abord fourni un modéle universetdinateur et d’algorithme. A partir de
cela, on a pu définir les classes de base de lpleaité des problemes?, NP, NPC, puis co-
NP et coNPC. On pourrait aller plus loin, soit a l'intérieure dNP (voire deP), soit a
I'extérieur.

A Tintérieur de NP, on pourrait par exemple s'intéresser aux prob&rgai sont
polynomiaux quand on accepte de coder les entretsaire, bien que nous ayons considérée
un tel codage comme une hérésie jusqu’'a maintermantause des tailles de codage
déraisonnables qu’il engendre. De tels problemes goalifiés depseudo-polynomiauOn
constaterait que certains problemBd>-complets sont pseudo-polynomiaux ; c’est par
exemple le cas de SD-D ou de Partition. Mais désjtipar exemple SAT, persisteraient
malgré cette permissivité a ne pas paraitre polyaaxt ceux-ci seront ditfortement NP-
complets

A lextérieur deNP, outre les problémes de &R si coNP et NP sont distincts, on
pourrait s’'intéresser aux problemes, de décisiomau, au moins aussi difficiles que des
problemesNP-complets, au sens que I'on a considéré plus ltaegi-a-dire des problémes
admettant des algorithmes de résolution qu’on @duatiliser pour résoudre les problémes
NP-complets sans accroitre la complexité de la réisolu« a des polynémes prés » bien s(r...
De tels problémes sont qualifiés N@-difficiles De cette « définition33, il résulte que les
problémedNP-complets sonNP-difficiles. Il serait assez facile de montrer deg problemes
co-NP-complets sont ausbiP-difficiles. On déduirait aussi des remarques faiters le début
de la partie 3.1. que des problémes d’optimisationt le probleme de décision associé est
NP-complet sont eux-mémesP-difficiles. C’est le cas par exemple de SD-O. R&se un
jour un problemeNP-difficile en un temps polynomial permettrait alode résoudre le
probleme ouvert 1 (et du méme coup les deux autres)ontrant que et NP coincident. La
conséguence pratigue de la complexité des probl&tRetdifficiles est qu’on ne connait pas

39 Une véritable définition verrait le retour en ferde certaines machines de Turing, ditexchines de
Turing a oracle plus sophistiquées que celles présentées iailigbarmettraient de définir une transformation
plus puissante que la transformation polynomiakzitBdans cette introduction : leansformations de Turing
De telles considérations sortent de notre cadrés hadecteur pourra, une fois de plus, se repatec profit
aux livres cités au début.
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d’algorithme polynomial pour les résoudre. On diginc, si on veut une solution exacte,
mettre en ceuvre des méthodes exponentielles, avasgue de consommer un temps de
calcul rapidement prohibitif (voir le tableau defigure 4). Ou alors il faut se contenter de
solutions approchées. La résistance plus ou moarglg des problemes a se laisser approcher
par de bonnes solutions en un temps polynomiatresire un autre sujet d’étude possible du
point de vue de la complexifé

Une investigation plus profonde nous conduiraitités par le théoréme 3, a nous
interroger sur la possibilité de poursuivre la sifisation des problémes de décision au-dela
deNP. On construirait alors lhiérarchie polynomialedont la base est constituéeRjaleNP
et de coNP. Elle permettrait d’aborder des problemes de d#tisenchevétrant les
guantificateurs existentiels (on remarquera quepligpart des problemes d&P posent
justement une question faisant intervenir un tengificateur ; c’est par exemple le cas de
SD-D) et les quantificateurs universels (on remargule méme que la plupart des problemes
de coNP posent une question avec un tel quantificatelegst @insi le cas de co-SD-D). On y
placerait par exemple des problemes relatifs aditénd’'une solution optimale (en reprenant
les notations du probleme appelé POC plus haujuésstion serait de la forme : existe-t-il
x* [0 X tel que, quel que sok O X — {x*}, f(x*)>f(x) ?). On aboutirait a de nouveaux
problemes ouverts, par exemple celui de savoiette construction hiérarchique s’arréte au
bout d’'un nombre fini de classes ou non.

On pourrait aussi s’intéresser aclamplexité en placec’est-a-dire celle qui serait fondée
sur le nombre de cases d’'une MT utilisées pouckfég un calcul, ou encore étudier I'apport
de nouvelles ressources techniques comme le deake..

Tous ces themes, situés en dehors de notre prébgutif, montrent la richesse de la
théorie de la complexité. Quant aux problemes dsv&ur lesquels on bute souvent, ils en
soulignent aussi la difficulté. Finalement, cesetévaspects, alliés aux retombées théoriques
et pratiques des résultats qu'on peut espérer ibhianour, ne constituent-ils pas aussi de
puissants stimulants, propres a susciter l'intévéthercheur ?

Index

40 voir & ce propos M. Yannakakis, « Computationamnptexity »,in Local Search in Combinatorial
Optimization, sous la direction d'E. Aarts et J.kenstra, Wiley, Chichester, 1997, 19-54 et V. Pasch
Complexité et approximation polynomialéermes, Paris, 2004.

- 28 -



A
probléme
algorithme, 4, 5, 8, 27 d’optimisation, 12, 13, 27
exponentiel, 9 de décision, 5, 13
polynomial, 9 de la décisionEntscheidungsproblem2, 27
de la programmation linéaire en nombres entiers, 24
c de reconnaissance, 13
Church, 2 de satisfiabilité (SAT), 22, 23
classe du sac a dos, 12, 14, 24
co-NP, 5, 25, 26, 27, 28 fortement NP-complet, 11, 27
co-NPC, 25, 26, 27 NP-complet, 5, 23, 27
co-P, 25 NP-difficile, 27
NP, 5, 16, 26, 27, 28 polynomial, 9
NPC, 23, 26, 27 pseudo-polynomial, 11, 27
P, 5, 16, 26, 27, 28
complexité R
d'un algorithme, 4, 8, 9, 27 réduction polynomiale, 19
d’'un probleme, 4, 12
en place, 28 S
Cook, 4 Shannon, 2
H T
hiérarchie polynomiale, 28 taille des données, 9
Hilbert, 1 théoréme
M de Cook, 21, 22, 23
de Ladner, 24
machine de Turing, 3, 5, 8, 27 thése de Church (ou de Church-Turing), 3, 8
a oracle, 27 transformation
déterministe, 5, 7 de Turing, 27
non déterministe, 5, 7, 11 polynomiale, 19
polynomiale, 9 Turing, 2, 8
N v
Newman, 2, 8 von Neumann, 2

O

opération élémentaire, 10

- 29 -



