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Résumé :
L’observation de l’évolution d’une pathologie par

imagerie médicale ou de l’occupation des sols par
télédétection, la détection de changements dans des
séquences vidéo, ou encore la mise à jour de systèmes
d’information spatiale sont autant d’exemples qui
peuvent bénéficier de la quantification et de la comparai-
son de relations spatiales entre les objets qui composent
les scènes observées. Dans cet article, nous proposons
deux approches pour comparer des relations spatiales
représentées par des ensembles flous, l’une par transport
optimal et l’autre par morphologie mathématique. Des
exemples sur des séquences vidéo synthétiques illustrent
l’intérêt de ces approches.
Mots-clés :

Relations spatiales floues, comparaison de relations
spatiales, comparaison de distributions, transport opti-
mal, morphologie mathématique, distances de Wasser-
stein, de Hausdorff, de Prokhorov-Lévy.
Abstract:

Observing the evolution of a pathology in medical
images, or of soil occupation in remote sensing, detecting
changes in video sequences, updating a spatial informa-
tion system are examples that can all benefit from quanti-
fication and comparison of spatial relations between ob-
jects in the observed scenes. In this paper, we propose
two approaches to compare spatial relations represented
as fuzzy sets, relying on optimal transport and mathema-
tical morphology, respectively. Examples on synthetic vi-
deo sequences illustrate the interest of these approaches.

Keywords:
Fuzzy spatial relations, comparison of spatial relations,

comparison of distributions, optimal transport, mathe-
matical morphology, Wasserstein, Hausdorff, Prokhorov-
Lévy distances.

1 Introduction

L’interprétation de scènes s’appuie de plus en plus sou-
vent sur des informations structurelles, en particulier
sur les relations spatiales entre les objets qui com-
posent la scène. L’importance et l’intérêt de telles in-
formations ont été montrés dans de nombreux travaux
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et de nombreuses applications (par exemple [1, 8, 11,
14, 13, 16, 18, 20, 21, 25, 27, 36]). Les relations spa-
tiales, qu’elles soient mesurées dans une image ou issues
d’une base de connaissances, sont souvent exprimées
de manière imprécise, ce qui conduit à les représenter
de manière floue [3]. Lorsque la configuration spatiale
des scènes évolue, la quantification et l’interprétation
de ces évolutions nécessite la comparaison des rela-
tions spatiales. De même, la reconnaissance d’objets dans
des images à partir de connaissances a priori sur ces
objets peut bénéficier de la comparaison des relations
entre les observations de ces objets et des relations entre
leurs représentations dans un modèle. C’est à cette ques-
tion, encore peu abordée dans la littérature 1, que nous
répondons dans cet article, avec de premières proposi-
tions.

Nous cherchons en particulier à définir des mesures de
comparaison qui permettent de répondre aux questions
suivantes, en supposant que nous nous intéressons à un
ensemble défini de relations spatiales qu’il est possible
de calculer : deux objets A et B, connus dans un modèle
comme partageant certaines relations, partagent-ils les
mêmes relations dans leurs observations (dans des images
par exemple) ? deux objets A′ et B′ peuvent-ils être re-
connus comme A et B à l’aide de leurs relations spa-
tiales ? comment les relations entre A et B évoluent-elles
d’une date t à une date t′ ? les relations entre A à la date
t et A à la date t′ sont-elles similaires aux relations entre
B à la date t et B à la date t′ ? (A et B étant des observa-
tions, ou des modèles d’objet, ou encore une observation
et un modèle). Des questions similaires peuvent être ex-
primées pour des relations entre plus de deux objets.

Nous considérons ici des relations spatiales représentées
par des distributions ou des nombres flous, en prenant
l’exemple de relations de direction et distance. Leurs
définitions sont rappelées dans la section 2. S’il existe de
nombreuses mesures de comparaison de distributions de
probabilités, la plupart n’est pas adaptée à notre propos.

1. à part dans les approches par mise en correspondance de graphes,
mais dans lesquelles les relations spatiales sont représentées par de
simples nombres, constituant les attributs des arêtes



Nous proposons donc deux nouvelles approches dans la
section 3, l’une adaptant des mesures existantes à par-
tir de transport optimal (section 3.1), et l’autre reposant
sur des dilatations morphologiques (section 3.2). Nous
en donnons quelques propriétés. Pour illustrer l’effet et
l’intérêt des mesures de comparaison, nous montrons les
résultats obtenus sur des séquences vidéo synthétiques
dans la section 4. Les deux approches proposées ont
une parenté qui s’exprime à partir des distances de
Prokhorov-Lévy et de Wasserstein.

2 Représentations floues de rela-
tions spatiales

Le cadre semi-quantitatif des ensembles flous est bien
adapté pour représenter des relations spatiales, qu’elles
soient calculées entre objets définis de manière imprécise,
ou qu’elles soient elles-mêmes de nature imprécise
(proche, à droite...) [3]. Etant donnés deux objets 2, une
relation spatiale entre ces objets peut être évaluée et
représentée sous différentes formes, comme un nombre,
un intervalle, un nombre flou ou une distribution, un en-
semble flou bipolaire, etc. Ici, nous considérons le cas où
les relations spatiales sont représentées par des nombres
flous ou des distributions, avec deux exemples : les re-
lations directionnelles représentées comme une fonction
périodique par un histogramme d’angles sur l’intervalle
[0, 2π] et les relations de distance représentées par un his-
togramme ou un nombre flou sur R+.

Rappelons les définitions de ces deux relations. Nous no-
tons S l’espace dans lequel sont définis les objets (par
exemple Rn ou Zn). Les histogrammes d’angles ont été
introduits dans [24] et généralisés dans [6]. Nous ne don-
nons ici que la définition en 2D. L’histogramme d’angles
normalisé haA,B entre deux objets A et B est défini

par ∀θ ∈ [0, 2π], haA,B(θ) =
h′A,B(θ)

supθ′∈[0,2π] h
′
A,B(θ′) , avec

h′A,B(θ) = |{(a, b), a ∈ A, b ∈ B | ∠(a, b) = θ}| et
∠(a, b) l’angle modulo 2π entre ~ab et l’axe horizontal.
Lorsque A et B sont flous, la somme est pondérée par
les degrés d’appartenance de a à A et de b à B. Elle peut
également être pondérée par une fonction de la distance
entre a et b comme dans les histogrammes de force [22].

Dans le cas des distances, nous pouvons définir de la
même manière un histogramme de distances par ∀λ ∈
R+, hdA,B(λ) = 1

D |{(a, b), a ∈ A, b ∈ B | dS(a, b) =
λ}|, où dS est la distance sur S et D un facteur de
normalisation. Nous utiliserons également des distances
représentées par des nombres flous, exprimant le degré
avec lequel la distance minimum ou de Hausdorff entre
deux objets flous A et B est égal à λ, que nous notons
dmin
A,B(λ) et dHausA,B (λ). Des définitions morphologiques

2. nous ne faisons pas d’hypothèse ici sur la manière dont les objets
sont représentés, et ils peuvent être des ensembles, des ensembles flous,
des points d’intérêt...

ont été proposées pour cela dans [2] (voir section 3.2).

Afin de manipuler des valeurs dans [0, 1] (par conven-
tion), nous normalisons les distributions et histogrammes.
Cette normalisation peut être faite par le sup ou le max
(comme dans la définition de ha ci-dessus), ou par la
somme. Le premier cas correspond à une interprétation
floue ou possibiliste qui sera utile pour les définitions
morphologiques ou pour comparer les relations à des va-
leurs de variables linguistiques. Le second cas correspond
à une interprétation probabiliste qui permettra d’adapter
des méthodes de comparaison de distributions de pro-
babilités. Nous proposerons également une extension ne
nécessitant pas de normalisation par la somme.

3 Comparaison de relations spa-
tiales floues

La comparaison de relations spatiales floues peut être en-
visagée de manière qualitative (par exemple : une relation
est-elle mieux satisfaite qu’une autre ?), ou de manière
quantitative. Ici nous proposons des mesures quantita-
tives de comparaison, dans le cas où les relations sont
représentées par des histogrammes ou des distributions,
comme dans la section 2. Soit f et g les représentations
à comparer. Dans les deux exemples considérés, ce sont
des fonctions de [0, 2π] vers [0, 1] ou de R+ vers [0, 1].
Nous noterons M le domaine de définition de la fonc-
tion, x, y... des points de M , ou θ, α... lorsqu’il s’agit
d’angles.

Les méthodes de comparaison d’histogrammes ou de
distributions de probabilités [12] sont classiquement di-
visées en deux classes : celles qui font une comparaison
� verticale� (appelées bin-to-bin), et celles qui prennent
aussi en compte la distance sur le support M , ou distance
de base (appelées cross-bins) [12, 29, 30, 32, 34, 39]. De
même que pour le calcul de distances floues dans le do-
maine spatial [2], les mesures prenant en compte la dis-
tance sur M sont mieux appropriées ici. Par exemple si
deux distributions sont identiques à une translation près
et de supports disjoints, seules les mesures prenant en
compte la distance sur M pourront différencier les situa-
tions où cette translation varie.

La distance sur M , notée d, est définie de manière
différente suivant la nature de M . Si le domaine de
définition de la distribution est Rn (ou R+ pour l’exemple
des distributions de distances), alors la distance de base
est simplement définie à partir d’une norme Lp, par
exemple en 1D d(x, y) = |x− y|.

Pour des distributions périodiques (ou définies sur le
cercle, la sphère ou une variété), la distance géodésique
est utilisée. Ainsi pour une distribution périodique de
période ρ en 1D nous utilisons d(x, y) = min(|x −
y|, ρ − |x − y|) = ρ

2 − ||x − y| − ρ
2 |. Dans l’exemple



des histogrammes d’angles sur [0, 2π], cette distance de
base s’écrit d(θ, θ′) = min(|θ − θ′|, 2π − |θ − θ′|) =
π − ||θ − θ′| − π|. Cela permet de prendre en compte
le fait que des valeurs proches respectivement de 0 et de
2π sont à faible distance l’une de l’autre. Si nous sou-
haitons normaliser les valeurs de la distance de base, des
formulations telles que d(θ,θ′)

π ou sin |θ−θ
′|

2 peuvent être
employées. Lorsque les objets sont définis dans un espace
à 3D, et donc l’histogramme d’angles est une fonction à
2D (de [0, 2π] × [0, π] dans [0, 1]), la distance angulaire
géodésique entre deux valeurs (α1

1, α
1
2) et (α2

1, α
2
2) s’écrit

arccos(sinα1
2 sinα2

2 + cosα1
2 cosα2

2 cos(α2
1 − α1

1)). Ces
formulations se généralisent dans des espaces de dimen-
sion supérieure. Des distances non géodésiques peuvent
également être employées, telles que des distances chor-
dales par exemples.

3.1 Par transport optimal

Dans cette section nous proposons d’utiliser des
métriques de transport [19, 26] pour calculer des dis-
tances entre des distributions représentant des relations
spatiales, normalisées par la somme. Nous discutons en-
suite l’extension de ces métriques à des mesures qui ne
nécessitent pas cette normalisation ou dont les sommes
ne sont pas égales. En particulier, nous étudions trois
métriques, classiquement utilisées pour comparer des
densités de probabilités (distance du terrassier, earth mo-
ver’s distance ou EMD, Wasserstein, Prokhorov-Lévy),
qui présentent l’avantage d’être apparentées à la même
famille et d’avoir des liens avec la métrique de Hausdorff,
qui à son tour peut s’exprimer en fonction d’opérateurs
de morphologie mathématique. De manière générale,
une métrique de transport consiste à minimiser un coût
(donné par la distance sur le support) entre les plans de
transport, les densités jointes ayant comme marginales
les distributions à comparer. Plus de détails peuvent être
trouvés dans [9, 10, 32, 37].

Distance du terrassier ou EMD (Earth Moving Dis-
tance). La distance EMD a été popularisée en vision par
ordinateur dans [34] mais trouve des origines dans les
travaux de Werman et al. [39]. C’est une distance cross-
bins qui peut s’interpréter en termes de transport optimal
comme nous le détaillerons par la suite. Elle est définie
pour deux distributions f et g à supports discrets (de taille
m et n) par :

EMD(f, g) = min
{cij}

∑m
i=1

∑n
j=1 cijdij∑m

i=1

∑n
j=1 cij

(1)

sous les contraintes
n∑
j=1

cij ≤ fi,
m∑
i=1

cij ≤ gj , (2)

m∑
i=1

n∑
j=1

cij = min(

m∑
i=1

fi,

n∑
j=1

gj), cij ≥ 0. (3)

Métrique de Wasserstein. Afin de mieux mettre
exergue son lien avec la distance de Hausdorff, nous don-
nons ici la définition de la métrique de Wasserstein en
termes de couplage et de correspondance [23, 37]. Cette
dernière notion nous sera aussi utile pour la réécriture
de la distance de Hausdorff. Nous indexons dans ce
qui suit les mesures de probabilités 3 par leurs supports.
Nous considérons un espace métrique (M,d) complet
et séparable auquel nous associons une tribu borélienne
B(M). Nous notons P(M) la collection des mesures de
probabilités définies sur l’espace mesurable (M,B(M)) :
P(M) = {(X, fX) | X ∈ B(M)}, où fX est une mesure
dont le support est X .

Un couplage entre deux mesures fX , gY ∈ P(M) est une
mesure µ définie sur X × Y telle que

µ(X0 × Y ) = fX(X0), µ(X × Y0) = gY (Y0)

pour tous les ensembles boréliens X0 ⊂ X, Y0 ⊂ Y .
Nous notonsM(fX , gY ) l’ensemble des couplages entre
fX et gY .

Pour deux ensembles X et Y , R ⊂ X × Y est une cor-
respondance (entre X et Y ) si ∀x ∈ X , ∃y ∈ Y t.q.
(x, y) ∈ R, et ∀y ∈ Y , ∃x ∈ X t.q. (x, y) ∈ R. Nous no-
tons R(X,Y ) l’ensemble des correspondances possibles
entre X et Y .

Pour fX , gY ∈ P(M), et µ un couplage, la métrique de
Wasserstein s’écrit :

dpW (fX , gY ) = inf
µ∈M(fX ,gY )

(∫
X×Y

d(x, y)pdµ(x, y)

) 1
p

pour p ≥ 1,

dpW (fX , gY ) = inf
µ∈M(fX ,gY )

∫
X×Y

d(x, y)pdµ(x, y)

pour 0 < p < 1, et

d∞W (fX , gY ) = inf
µ∈M(fX ,gY )

sup
(x,y)∈R(µ)

d(x, y).

On peut remarquer que, dans le cas de probabilités
discrètes et pour p = 1, la distance de Wasserstein
s’écrit :

d1W (fX , gY ) = min
µ
{
∑
x,y

d(x, y)µ(x, y) |
∑
x

µ(x, y) = gY (y),

∑
y

µ(x, y) = fX(x),
∑
x,y

µ(x, y) =
∑
x

fX(x) =
∑
y

gY (y)},

ce qui n’est rien d’autre que la distance EMD pour des
distributions de masses égales. Notons de plus que dans
le cas de distributions à une dimension, et pour p = 1, la
métrique de Wasserstein se réduit à une norme L1 entre
les fonctions de répartition [37].

3. Notons que nous n’avons pas forcément besoin d’une mesure de
probabilité mais simplement d’une mesure additive.



Métrique de Lévy-Prokhorov. Une autre distance
possible entre distributions de probabilités est la métrique
de Prokhorov-Lévy dPr : P(M)2 → [0,+∞[ [31]. Pour
deux distributions fX et gY (nous omettons dans la suite
les indices pour simplifier les notations) elle s’écrit :

dPr(f, g) = inf{ε > 0 | ∀Z ∈ B(M),

f(Z) ≤ g(δε(Z)) + ε et g(Z) ≤ f(δε(Z)) + ε} (4)

où δε(Z) correspond à la dilatation de taille ε de Z (voir
section 3.2).

Cette distance a été introduite pour généraliser la distance
de Lévy définie en 1D entre fonctions de répartition par :

dL(F,G) = inf{ε > 0 | ∀x ∈ R,
G(x− ε)− ε ≤ F (x) ≤ G(x+ ε) + ε}. (5)

En effet, la tribu des boréliens sur R est engendrée par
exemple par les intervalles de la forme Z =]−∞, x[. On
a alors δε(Z) =]−∞, x+ε[, et f(Z) ≤ g(δε(Z))+ε⇔∫ x
−∞ f(t)dt ≤

∫ x+ε
−∞ g(t)dt+ε⇔ F (x) ≤ G(x+ε)+ε.

La deuxième partie se montre de la même manière.

La distance de Prokhorov-Lévy peut, à l’instar des dis-
tances EMD et de Wasserstein, être reformulée comme
un problème de programmation linéaire [15], mettant en
évidence la notion de transport. Nous exploitons cepen-
dant ici son équivalence avec la distance de Lévy puisque
les distributions sont définies sur [0, 2π] ou R+ dans nos
exemples.

Transport sur le cercle. Plusieurs travaux se sont
intéressés à la définition des métriques de transport sur
le cercle [7, 9, 10, 28, 32, 38]. Dans le cadre de l’EMD,
Pele a introduit la distance EMDMOD où la distance sur
le support est la distance géodésique et a proposé un al-
gorithme linéaire pour la calculer [28]. Plus récemment,
il a été démontré [32] que, dans le cas de distributions
discrètes sur le cercle, pour p = 1 et en considérant la dis-
tance géodésique, la distance de Wasserstein s’écrit sous
la forme :

dW (f, g) = inf
α∈R

ρ−1∑
i=0

| F (i)−G(i)−α |=‖F −G−ν‖1 ,

où F et G sont les fonctions de répartition de f et g, ν la
valeur médiane de l’ensemble {F − G}, et i correspond
aux indices de la discrétisation de 0 (i = 0) à 2π (i = ρ).

Dans le cas de la distance de Prokhorov-Lévy, l’exten-
sion au cas circulaire peut se faire en considérant une di-
latation par un élément structurant circulaire comme cela
sera défini dans la section 3.2. Cette distance est difficile-
ment calculable et n’a d’intérêt que dans des espaces de
dimension supérieure à 1. En revanche, nous pouvons ex-
ploiter la formulation de la distance de Lévy en termes de

distance de Hausdorff, démontrée dans [33], pour en pro-
poser une version circulaire. En effet la distance de Lévy
peut s’écrire pour des distributions sur M = [0, 1] :

dL(F,G) = max( sup
x∈M

inf
y∈M

max(|x− y|, |G(y)− F (x)|),

sup
y∈M

inf
x∈M

max(|x− y|, |F (x)−G(y)|)). (6)

Cette formulation permet de mettre en évidence la dis-
tance sur le support. Sa version circulaire peut alors
s’écrire :

dL(F,G) = max( sup
x∈M

inf
y∈M

max(d(x, y), |G(y)− F (x)|),

sup
y∈M

inf
x∈M

max(d(x, y), |F (x)−G(y)|)), (7)

avec d(x, y) la distance géodésique sur le cercle. Notons
que la distance entre fonctions de répartition induit direc-
tement une distance entre les distributions.

Normalisation. Dans sa formulation générale, la dis-
tance EMD présente deux avantages. Elle ne requiert pas
que les histogrammes soient normalisés par leurs sommes
respectives ni qu’ils soient de la même taille. Cepen-
dant elle ne satisfait l’inégalité triangulaire que sous la
condition que les masses totales des histogrammes (leurs
sommes respectives) soient égales. Dans ce dernier cas,
Pele [28] a proposé une extension permettant à l’EMD de
vérifier les propriétés d’une métrique :

ẼMD(f, g) = min
{cij}

m∑
i=1

n∑
j=1

cijdij

+

∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

fi −
n∑
j=1

gj

∣∣∣∣∣∣× αmax
i,j
{dij}, (8)

sous les contraintes des équations 2 et 3, avec α ∈
[1/2, 1].

Plus généralement, il a été démontré que toute métrique
de transport dT peut être étendue pour permettre la
comparaison de distributions de masses non égales [17]
comme suit :

D(f, g) = dT

(
f

f(X)
,

g

g(Y )

)
+ |f(X)− g(Y )|.

3.2 Par morphologie mathématique

L’idée dans cette partie est d’exploiter le lien entre dilata-
tion morphologique et certaines distances [2, 35]. Ainsi,
la distance minimum entre deux ensembles est la taille
minimale de boule de la métrique de base telle que la di-
lation d’un des deux ensembles par cette boule intersecte
l’autre ensemble. La distance de Hausdorff est égale à la
taille minimale de boule telle que la dilatation de cha-
cun des ensembles par cette boule contient l’autre en-
semble. Nous proposons d’utiliser le même principe sur
des représentations floues de relations spatiales.



Dilatation morphologique d’une distribution nor-
malisée. Nous supposons ici que les distributions
représentant les relations spatiales sont normalisées par
le sup (le noyau est donc non vide), et nous considérons
des éléments structurants binaires pour simplifier. Si le
domaine de définition M de la distribution est la droite
réelle ou Rn (R+ pour des distributions de distances) la
morphologie mathématique classique s’applique et on a
∀x ∈M, δB(f)(x) = supy∈Bx f(y), où f est la distribu-
tion à dilater, B l’élément structurant et Bx son translaté
en x (Bx = x+B).

Lorsque la distribution est périodique, cette périodicité
doit être prise en compte dans la dilatation et l’élément
structurant. Considérons une distribution f sur le cercle
unité. Nous définissons la dilatation par :

δBα(f)(θ) = sup
θ′∈Bαθ

f(θ′) (9)

où Bα est un élément structurant d’ouverture angulaire
α, que nous définissons par :
– si α ≤ π : Bαθ =

[θ − α, θ + α] si θ − α ≥ 0 et θ + α ≤ 2π

[0, θ+α]∪ [θ−α+2π, 2π] si θ−α ≤ 0 et θ+α ≤ 2π

[θ−α, 2π]∪ [0, θ+α−2π] si θ−α ≥ 0 et θ+α ≥ 2π

– si α ≥ π 4 : Bαθ = [0, 2π].
La figure 1 illustre la dilatation d’une distribution sur
[0, 2π].

Figure 1 – Distribution sur [0, 2π] et exemple de dilata-
tion prenant en compte la périodicité.

Ces définitions s’étendent à une distribution f sur la
sphère unité, soit en définissant deux éléments structu-
rants en considérant séparément la longitude et la la-
titude, soit en définissant un élément structurant par
seuillage de la distance géodésique sur la sphère.

La normalisation garantit que le noyau est étendu selon
la taille de l’élément structurant par dilatation. En par-
ticulier, il est toujours possible de trouver une taille de
dilatation telle qu’un point donné du support appartienne
au noyau de la distribution dilatée.

Il est facile de montrer que Bα est une boule de rayon α
de d et que δBα(f)(θ) = sup{f(θ′) | d(θ, θ′) ≤ α}.

4. Le cas θ − α ≤ 0 et θ + α ≥ 2π implique α ≥ π.

Distance minimum par dilatation. Une fois que la di-
latation est définie, la distance minimum peut être cal-
culée selon le principe décrit en introduction de cette sec-
tion [2, 35]. Soit ∆∩(f, g) le degré d’intersection entre f
et g. Dans le cas flou général, la distance minimum entre
deux distributions f et g définies sur M est un nombre
flou défini par [2] :

∀λ ∈ R+∗, dmin(f, g)(λ) = t(∆∩(f, δBλ(g)),

inf0≤λ′<λ c(∆∩(f, δBλ′ (g)))) (10)

et dmin(f, g)(0) = ∆∩(f, g), où Bλ est un élément
structurant de taille λ, t est une t-norme et c une
complémentation. Le degré d’intersection peut être défini
classiquement par ∆∩(f, g) = supx∈M t(f(x), g(x)).
Les propriétés de la distance minimum floue peuvent être
trouvées dans [2]. Si l’on souhaite réduire ce nombre
flou à un nombre précis, nous proposons d’utiliser soit
le centre de gravité

∫∞
0
dmin(f,g)(λ)λdλ∫∞

0
dmin(f,g)(λ)dλ

, soit la définition
suivante :

dmin(f, g) = inf{λ ∈ R+ | ∆∩(δBλ(f), g) = 1} (11)

avec une définition binaire du degré d’intersection, telle
que ∆∩(f, g) = 1 ⇔ ∃x ∈ M | min(f(x), g(x)) 6= 0.
En pratique les valeurs sont quantifiées, et les propriétés
de la dilatation floue [4, 5] permettent de ne considérer
pour λ′ que la plus grande valeur immédiatement
inférieure à λ dans l’équation 10.

Un exemple de distribution sur [0, 2π] (histogramme
d’angles par exemple) est montré dans la figure 2,
avec trois translations. Les valeurs de distances selon
l’équation 11 sont données dans le tableau 1. Comme cela
était attendu sur cet exemple très simple, les résultats cor-
respondent à la distance minimum entre les supports des
distributions.

Figure 2 – Exemple de distribution sur [0, 2π] et trois
translations (T = 2, 45, T = 3, 68, T = 4, 9).

Distance de Hausdorff par dilatation. Selon la même
approche, la distance de Hausdorff peut être définie à par-
tir d’un degré d’inclusion ∆⊆(f, g) (degré avec lequel f
est inclus dans g) et de dilatations [2] : ∀λ ∈ R+∗,

dH(f, g)(λ) = t(d′H(f, g)(λ), d′H(g, f)(λ)) (12)



Distance T = 0 T = 2, 45 T = 3, 68 T = 4, 9
Minimum 0 1,47 1,62 0,39
Hausdorff 0 2,45 2,60 1,37

Tableau 1 – Distances minimum et de Hausdorff,
calculées par dilatations morphologiques (équations 11
et 13), entre la première distribution de la figure 2 et
toutes les autres (valeurs en radians dans [0, 2π]).

avec

d′H(f, g)(λ) = t(∆⊆(f, δBλ(g)), inf
0≤λ′<λ

c(∆⊆(f, δBλ′ (g)))),

et d′H(f, g)(0) = ∆⊆(f, g). Le degré d’inclusion
s’écrit classiquement ∆⊆(f, g) = infx∈M I(f(x), g(x))
où I est une implication floue. Les propriétés de la
distance de Hausdorff floue, ainsi que des références
à d’autres définitions de cette distance, peuvent être
trouvées dans [2]. Pour réduire ce nombre flou à un
nombre précis, nous proposons, comme pour la distance
minimum, d’utiliser son centre de gravité, ou la définition
suivante :

dH(f, g) = inf{λ ∈ R+ | ∀x ∈M, δBλ(f)(x) ≥ g(x)

et δBλ(g)(x) ≥ f(x)}, (13)

ce qui correspond à une définition nette de l’inclusion.
Les valeurs obtenues pour les exemples de la figure 2
sont données dans le tableau 1. Elles correspondent à la
distance entre les noyaux des distributions, ce qui était
attendu pour ce cas simple.

3.3 Propriétés

Les définitions proposées ont les propriétés suivantes :
– dans le cas où les distributions sont des fonctions de

Dirac (une seule valeur non nulle, en f0 et g0), les dis-
tances proposées sont égales à d(f0, g0), où d est la dis-
tance de base sur le support des distributions (la preuve
est immédiate) ;

– toutes les distances proposées sont positives et
symétriques, par construction ;

– les métriques de transport satisfont l’inégalité triangu-
laire ;

– la distance morphologique minimum, comme dans le
cas ensembliste classique, n’est pas séparable (elle
vaut 0 dès que les supports des distributions s’inter-
sectent) et ne satisfait pas l’inégalité triangulaire ;

– la distance morphologique de Hausdorff avec une ver-
sion stricte du degré d’inclusion (équation 13) est
séparable et vérifie l’inégalité triangulaire, alors que la
version floue du degré d’inclusion donne une distance
(équation 12) qui est séparable pour l’implication de
Lukasiewicz, mais ne satisfait pas l’inégalité triangu-
laire [2] ;

– les métriques de transport considérées dans cet article
correspondent à la distance de Hausdorff entre les sup-
ports dans le cas de distributions uniformes sur le sup-
port, comme le montre la réécriture de la distance de
Hausdorff entre ensembles en termes de correspon-
dance :

dH(X,Y ) = inf
R∈R(X,Y )

sup
(x,y)∈R

d(x, y).

4 Exemple

Nous présentons dans cette section un exemple pour
illustrer les résultats obtenus avec les approches pro-
posées pour quantifier l’évolution temporelle de rela-
tions spatiales, dans une séquence vidéo synthétique dont
quelques images sont montrées dans la figure 3. L’ob-
jet gris se rapproche de l’objet blanc selon une direction
constante, puis change de direction et s’éloigne. Les his-
togrammes d’angles ha entre ces deux objets, calculés
comme décrit dans la section 2, sont illustrés dans la fi-
gure 4.

Figure 3 – Quelques images d’une séquence vidéo
synthétique.

Figure 4 – Histogrammes d’angles entre les deux objets
de la séquence de la figure 3.

Ces histogrammes sont ensuite comparés selon les
différentes mesures proposées, en calculant la distance
entre l’histogramme à l’instant t et l’histogramme dans
la première image de la séquence. Les courbes montrant
cette distance au cours du temps sont données dans la fi-
gure 5 pour les distances minimum et de Hausdorff mor-
phologiques, dans la figure 6 pour l’EMD (avec les deux
normalisations, par le sup et par la somme), et dans la fi-
gure 7 pour la distance de Prokhorov-Lévy. Dans toutes
ces courbes, on remarque un saut au moment du change-
ment de direction, ce qui était attendu. On notera aussi
la grande similarité entre ces courbes, en particulier entre
celle de la distance de Hausdorff et celle de l’EMD obte-
nue pour la normalisation par le sup.

5 Conclusion

Nous avons proposé dans cet article de comparer des re-
lations spatiales représentées par des distributions ou des



Figure 5 – Distances minimum et de Hausdorff entre
l’histogramme de chaque image et celui de la première
image.

Figure 6 – Distance EMD entre l’histogramme de chaque
image et celui de la première image, les histogrammes
étant normalisés par le sup (à gauche) et par la somme (à
droite).

Figure 7 – Distance de Prokhorov-Lévy entre l’histo-
gramme de chaque image et celui de la première image,
les histogrammes étant normalisés par le sup (à gauche)
et par la somme (à droite).

nombres flous par deux approches, l’une fondée sur le
transport optimal et l’autre sur des distances calculées à
partir de dilatations morphologiques.

L’exemple sur une vidéo synthétique montre que les dis-
tances proposées évoluent dans la séquence de manière
conforme à l’intuition, et permettent en particulier de
détecter des changements dans les relations spatiales
entre les objets observés. D’autres exemples, en particu-
lier sur des images réelles, ont permis de montrer l’intérêt
des évaluations sous forme de nombres ou sous forme de
nombres flous 5, à la fois pour des relations de distance et
pour des relations directionnelles.

Outre la poursuite des expérimentations sur d’autres
images et d’autres relations spatiales, les perspectives en-

5. http://www.perso.telecom-paristech.fr/
˜bloch/shared/lfa2014Exemples.pdf

visagées concernent l’étude de liens entre les distances
proposées, d’une part entre les différentes métriques de la
section 3.1, et d’autre part entre les différentes versions
de la distance de Hausdorff proposées (par transport et
par morphologie mathématique).
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