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Abstract
Unsupervised text clustering is a basic task of text mining, which consists in building thematically homogeneous
groups or hierarchies of documents in a collection. Non-deterministic class assignments can also be used to derive
numerical representations of documents in a semantic vector space.

In this contribution, we present a detailed study of a probabilistic model for unsupervised clustering, the Latent

Dirichlet Model (LDA), originally introduced in (Blei et al., 2002; Griffiths and Steyvers, 2002; Minka and Laf-

ferty, 2002). More specifically, we study one particular estimation technique for this model, as well as methods for

computing the likelihood of a document. Experimental results obtained with this model are contrasted with those

obtained with the simpler mixture of multinomials model.

Résuḿe
Une des t̂aches de la fouille de données textuelles consistèa construire de manière non-superviśee des classes
ou des híerarchies de documents thématiquement homogènesà partir d’un corpus. Une variante consisteà en-
visager des associations non-déterministes entre classes et documents, permettant de dériver des repŕesentations
numériques synth́etiques des documents, qui sont alors vus comme des points dans un espace sémantique latent.

Dans cet article, nouśetudions en d́etail le mod̀ele propośe simultańement dans (Blei et al., 2002; Griffiths and

Steyvers, 2002; Minka and Lafferty, 2002) sous le nom deAllocation Dirichlet Latente(Latent Dirichlet Allocation
ou LDA). Nous nous int́eressons ici plus particulièrement̀a l’étude de l’estimation des paramètres de ce mod̀ele

et au calcul de la vraisemblance d’un document. Les résultats obtenus sont comparés avec celui d’un mod̀ele plus

simple, le mod̀ele de ḿelange de multinomiales.

Keywords: Clustering, Mod̀eles Ǵeńeratifs, Allocation Dirichlet Latente

1 Introduction

Le probl̀eme qui nous int́eresse est celui de lacat́egorisation non-supervisée de documents,
soit, dit en d’autres termes, celui du repérage de classes thématiquement homogènes dans un
corpus textuel. Si cette problématique est relativement ancienne en lexicométrie (Benźecri et
al., 1981), la disponibilit́e de larges corpus numériśes et les besoins convergents d’applications
de recherche d’information et de fouille de textes ont suscité de nouvelles propositions : en par-
ticulier le mod̀ele LSI (Deerwester et al., 1990), sonéquivalent probabiliste (Hofmann, 2001),
ou encore tout un ensemble de modèles probabilistes ǵeńeratifs : le mod̀ele de ḿelange de
lois multinomiales ou poissoniennes (Nigam et al., 2000; Clérot et al., 2004), le modèle GAP
(Canny, 2004), etc. (Voir Buntine and Jakulin, 2004 pour une revue de ces différents mod̀eles).

Dans cet article, nouśetudions en d́etail le mod̀ele probabiliste proposé simultańement dans
(Blei et al., 2002; Griffiths and Steyvers, 2002; Minka and Lafferty, 2002) sous le nom d’Allocation
Dirichlet Latente(Latent Dirichlet Allocation ou LDA). Le trait principal de ce mod̀ele est qu’il
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permet indirectement d’établir une association réellement non-d́eterministe entre documents et
thèmes sous-jacents.

Après une pŕesentation du mod̀ele (Section 2), nous nous intéressons plus particulièrement̀a
l’estimation des param̀etres de ce mod̀ele (Section 3) et au calcul de la vraisemblance d’un
document (Section 4). Nous présentons ensuite divers résultats exṕerimentaux (Section 5) en
les contrastant avec ceux obtenus avec un modèle de ḿelange de lois multinomiales.

2 Le modèle LDA

Avant de pŕesenter formellement le modèle, il n’est pas inutile de donner unéclairage plus intui-
tif sur ses motivations principales. LDA partage avec de nombreux modèles une représentation
en« sac-de-mots», selon laquelle chaque document est représent́e par un profil d’occurrences.
Un corpus est donc représent́e par un ensemble (une matrice) de vecteurs de comptes, qu’il
s’agit de mod́eliser.

Dans le mod̀ele de ḿelange de multinomiales (Nigam et al., 2000), on suppose que chaque
document du corpus appartientà un th̀eme latent (̀a une classe)unique: conditionnellement
au th̀eme, le vecteur représentant les profils d’occurrences dans un document est vu comme la
réalisation d’un tirage sous une loi multinomiale, dont les paramètres d́ependent du th̀eme. Dans
la mesure òu les th̀emes sont inconnus, l’estimation de ces paramètres repose sur la mise en
œuvre de l’algorithme EM (Expectation-Maximisation), qui va permettre de déterminer (i) les
param̀etres des lois multinomiales associées aux diff́erents th̀emes ; (ii) pour chaque document,
sa probabilit́e d’appartenir̀a chacun des th̀emes. Ce vecteur de probabilité peutêtreégalement
vu comme une représentation nuḿerique ŕesuḿee du document, qui peutêtre exploit́eeà des
fins varíees (comparaison de documents, visualisation du corpus etc.).

LDA vise à assouplir ce cadre, en proposant que l’association non-déterministe entre th̀emes et
documents soit ḿediatiśee par les occurrences :ce sont donc les occurrences qui sont ventilées
par thème, et non plus les documents. Les différentes occurrences au sein d’un même docu-
ment restent toutefois globalement liées par une variable latente qui contrôle la distribution des
thèmes au sein du document.

2.1 Le mod̀ele de ǵenération

Nous notonsnD, nW , nT respectivement le nombre de documents dans le corpus, la taille du
vocabulaire d’indexation et le nombre de thèmes.Cwd est le terme ǵeńeral de la matrice de
comptes ;ld désigne la longueur (le nombre total d’occurrences) du documentd ∈ {1, . . . , nD},
qui peutêtreégalement représent́e comme un vecteur d’occurrences(Wd1, . . . ,Wdld) ; on note
enfin les hyperparam̀etres du mod̀eleλα, λβ ∈ R∗

+.

Le mod̀ele de ǵeńeration du corpus proposé par LDA est alors le suivant :
– Pour chaque th̀emet ∈ {1, . . . , nT}, tirer les param̀etres des lois discrètes probabilisant les

occurrences des mots du vocabulaire selon une loi de Dirichlet1 βt = (βt1, . . . , βtnW
) ∼

Dir(λβ, . . . , λβ). βtw s’interpr̀ete comme la probabilité de l’occurrence du motw dans un
document du th̀emet.

– Pour chaque documentd ∈ {1, . . . , nD} :
– Tirer la distribution des th̀emes dansd selonαd = (αd1, . . . , αdnT

) ∼ Dir(λα, . . . , λα).
Chaqueαdt indique donc la proportion des occurrences du documentd qui sont associées

1Cette loi est pŕesent́ee succinctement en annexe.
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au th̀emet.
– Pour chaque positioni dansd, i ∈ {1, . . . , ld} :

– Tirer un th̀eme selon une loi discrèteTdi ∼ Disc(αd).
– Tirer un mot conditionnellement au thème selon :Wdi ∼ Disc(βTdi

).
LDA voit donc chaque document comme un ensemble d’occurrences apparaissant dans un ordre
arbitraire, ce qui le rapproche du modèle du« sac-de-mots». Le choix d’un th̀eme est effectúe
indépendammentpour chaque occurrence du document, sous la contrainte du respect global
de la distribution des th̀emes fix́ee parαd : il est donc toutà fait possible de considérer des
changements de thèmeà chaque position du document.

Comme le note (Buntine and Jakulin, 2004), on peutégalement voir ce modèle comme un
mod̀ele de ḿelange de lois discrètes, dont les coefficients de mélangeαd sont tiŕes ind́ependam-
ment pour chaque document. Chaque document résulte alors deld tirages ind́ependants selon
une loi discr̀ete de param̀etres(

∑nT

t=1 αdtβt1, . . . ,
∑nT

t=1 αdtβtnW
), c’està dire que le profil d’oc-

currences caractéristique de chaque document s’obtient comme une combinaison barycentrique,
contr̂olée par la variable latenteαd, desnT profils de baseβ1, . . . , βnT

.

2.2 Calcul de la vraisemblancecomplète

Nous introduisons ici deux notations supplémentaires. On suppose fixée une configuration de
variables indicatrices de thèmesT = (T11, . . . , TnDlnD

) pour chaque occurrence de chaque
document du corpus :Tdi est le th̀eme associé à l’occurrencei du documentd. T étant connue,
on noteNtd le nombre d’occurrences ded qui sont assigńees au th̀emet ; de manìereéquivalente,
Kd

tw désigne le nombre d’occurrences du motw assigńees au th̀emet dans le documentd,
Ktw =

∑nD

d=1 Kd
tw la même quantit́e pour l’ensemble du corpus etKt =

∑nW

w=1 Ktw le nombre
total d’occurrences dans le thèmet.

Conditionnellement au vecteurαd et à la matriceβ, la probabilit́e jointe deWd etTd s’exprime
alors par (les occurrencesétant ind́ependantes)2 :

P(Wd, Td|αd, β) =

ld∏
i=1

P(Wdi|Tdi, αd, β) P(Tdi|αd, β)

=

nT∏
t=1

(
αNtd

dt

nW∏
w=1

β
Kd

tw
tw

)
Les documentśetantégalement supposés ind́ependants, la vraisemblance du corpus et des indi-
catrices latentes de thèmes s’exprime comme le produit :

P (W, T |α, β) =

nD∏
d=1

P(Wd, Td|αd, β)

L’observation principale de (Griffiths and Steyvers, 2002) est qu’il est possible d’intégrer cette
vraisemblance sous la loia priori des param̀etresα etβ, permettant d’aboutir̀a la forme analy-
tique suivante :

P(W, T ) =

nD∏
d=1

(
Γ(nT λα)

Γ(λα)nT

∏nT

t=1 Γ(Ndt + λα)

Γ(ld + nT λα)

)
Les deux facteurs de ce produit correspondent respectivementàP(W |T ) et àP(T ).

2Les d́etails de ce calcul, comme ceux du calcul suivant figurent dans l’annexe.
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3 Estimation du modèle

Estimer le mod̀ele LDA consiste essentiellementà d́eterminer les valeurs deβ à partir des ob-
servations. Plusieurs techniques d’estimation ontét́e propośees : l’inf́erence variationnelle, dans
(Blei et al., 2002) ; la ḿethodeexpectation-propagation (Minka and Lafferty, 2002) et l’utilisa-
tion d’unéchantillonneur de Gibbs (Griffiths and Steyvers, 2002). Suivant les recommandations
convergentes de (Griffiths and Steyvers, 2004; Buntine and Jakulin, 2004), c’est cette dernière
méthode que nous avonsétudíee.

Le principe ǵeńeral consistèa construire une séquence de configurations d’indicatrices de thèmes
dont la loi stationnaire soitP(T |W ). Pour cela, partant d’une configuration aléatoire, on modi-
fie itérativement les assignations thématiquesTdi de chaque occurrence du corpus en simulant
sous la loi conditionnelle

P(Tdi|T−di, W ) =
P(T, W )

P(T−di, W−di)

1

P(Wdi|T−diW−di)

où T−di désigne le vecteurT privé de l’́elémentTdi. Le second facteur de l’équation ci-dessus
ne d́epend pas deTdi et peut donĉetre vu comme un facteur de normalisation. Comme le
montre (Griffiths and Steyvers, 2002), en utilisant l’expression préćedente de la vraisemblance
compl̀ete pour(W, T ) et (W−di, T−di), on aboutit, apr̀es simplifications,̀a :

P(Tdi|T−di, W ) ∝ (KTdiWdi
+ λβ − 1)

(KTdi
+ nW λβ − 1)

(NdTdi
+ λα − 1)

(ld + nT λα − 1)
(1)

Cette expression peutêtre retrouv́ee plus simplement, en utilisant le fait queTdi ne d́epend des
autres observations qu’à travers les indicatrices de thèmes des autres mots du même document.
Il vient alors :

P(Tdi|T−di, W ) ∝ P(Tdi, Wdi|T−di, W−di) (2)

∝ P(Wdi|T,W−di) P(Tdi|T−di) (3)

Chaque terme du produit (1) peutêtre vu comme un estimateur des probabilités impliqúees dans
(3). AinsiP(Tdi|T−di) est estiḿe par le nombre de fois où le th̀emeTdi aét́e vu dans le document
d (non compris l’occurrencedi), auquel s’ajoute un terme d’a priori. Après renormalisation par
la longueur du document tronqué de l’occurrence courante (ld − 1), on retrouve un estimateur
habituel pourP(Tdi|T−di) :

NdTdi
− 1 + λα

ld − 1 + nT λα

Le même argument s’applique pour l’occurrenceWdi : connaissant les variables latentes de
thèmes de tous les autres mots du corpus,P(Wdi|T,W−di) s’estime simplement par :

KTdiWdi
− 1 + λβ

KTdi
− 1 + nW λβ

L’algorithme d’estimation consistèa faire évoluer l’́echantillonneur selon (1)̀a partir d’une
configuration initiale, puis̀a collecter des valeurs des paramètresβ, qui sont finalement moyen-
nées. Ce moyennage est problématique, car il est en théorie possible qu’au fil des simulations,
les th̀emes soient renuḿerot́es. Il pŕesuppose donc la capacité d’apparier la nuḿerotation des
thèmes de l’́echantillonM avec ceux d’un autréechantillonM ′.
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4 Calcul de la vraisemblance, classification des documents

Dans cette section, nous supposons les paramètres connus et nous intéressons plus directement
à deux questions liéesà la t̂ache initiale de construction d’une classification des documents :
quelle est la vraisemblance d’un document ? Comment calculer la distribution des thèmes as-
socíee à un document ? Les différents articles concernant LDA sont relativement peu diserts
sur ces questions, hormis (Minka and Lafferty, 2002), qui propose une méthode fond́ee sur
l’algorithme expectation propagation. (Griffiths and Steyvers, 2004) mentionne une méthode
s’appuyant sur la technique de l’échantillonnage d’importance, mais ne détaille pas sa mise en
œuvre.

4.1 Calcul de la vraisemblance

Consid́erons le documentd et supposons que la distribution de thèmesαd pour ce document est
connue. Il vient :

P(Wd|αd) =

nW∏
w=1

(

nT∑
t=1

αdtβtw)Cwd

On remarque quelog(P(Wd|αd)) est une fonction concave desαdt : apr̀es reparaḿetrisation par
αd,1, . . . αd,nT−1, il vient en effet :

log(P(Wd|αd)) =

nW∑
w=1

Cwd log

(
nT−1∑
t=1

αdtβtw + (1−
nT−1∑
t′=1

αdt′)βnT w)

)

dont le Hessien est semi-defini négatif. Cette fonction atteint donc un maximum unique sur le
simplexe dans lequelévolueαd = (αd,1, . . . , αd,nT

).

Le calcul de la vraisemblance demande de marginaliser cette probabilité conditionnelle par
rapportàαd, soit de calculer :

P(Wd) =

∫
αd

nW∏
w=1

(

nT∑
t=1

αdtβtw)Cwdp(αd)dαd

Cette int́egrale n’admet pas de résolution analytique ; il est en revanche possible de mettre en
œuvre une approche de Monte Carlo, consistantà tirer M valeursα

(m)
d sous la loia priori

(Dirichlet) età approximerP(Wd) par : 1
M

∑M
m=1 P(Wd|α(m)

d ).

4.2 Classification d’un document

Estimer la distribution des thèmes dans un document revientà calculer l’esṕerance condition-
nelle deαd. Pour ce faire, on peut utiliser le mêmeéchantillon de Monte Carlo que préćedemment
en approximantE(αd|Wd, β) par :∑M

m=1 α
(m)
d P(Wd|α(m)

d )∑M
m=1 P(Wd|α(m)

d )
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5 Expérimentations

5.1 Choix et pŕeparation des donńees

Pour cette śerie d’exṕeriences, nous avons utilisé un petit sous-ensemble d’articles en langue
anglaise publíes en 2000 et tiŕes de la collection (Reuters, 2000). Notre corpus contient un total
de 5 000 documents, répartiséquitablement parmi cinq rubriques Reuters : “Sport”, “Emploi”,
“Art”, “Catastrophes” et “Sant́e”. Une centaine de documents sontà cheval sur deux rubriques et
poss̀edent deux́etiquettes catégorielles. Aucun pŕe-traitement particulier n’est appliqué, sinon
le passage en minuscule de tous les mots. Au terme de ce traitement, on dénombre 1 400 213
occurrences, correspondantà 42 437 types.

5.2 Mesures

Les mesures utiliśees ci-apr̀es peuvent̂etre calcuĺees aussi bien sur le corpus d’apprentissage
que sur le corpus de test. Nous nous intéressons plus spécifiquement aux valeurs obtenues sur
le corpus de test et nous notons les valeurs sur ce corpus avec un exposant? pour éviter les
confusions avec le corpus d’apprentissage.

On consid̀ere principalement deux mesures : laperplexit́e, qui correspond̀a une expression
(normaliśee par le compte total d’occurrences) de la log-vraisemblance du corpus, laquelle est
calcuĺee selon les principes exposésà la section 4. Formellement,

P̂? = exp

− 1

l?

n?
D∑

d=1

log(P(W ∗
d ))


avecl? =

∑nD

d=1 l∗d le nombre total d’occurrences dans le corpus de test. Cette normalisation est
conventionnelle et permet de mettre en perspective les valeurs obtenues avec ce que donnent
d’autres mod̀eles comparables, tels que le modèle unigramme.

Nous comparons les variations de cette quantité avec celles du score de classification, en com-
parant, sur le corpus de test, les thèmes pŕedits avec leśetiquettes Reuters originales.

5.3 Observations

Estimation des param̀etres Comme il apparâıt sur la figure 1, le comportement de l’échantil-
lonneur de Gibbs se caractérise par (i) une convergence rapide (100à 200 simulations) vers
une configuration dont les simulations suivantes ne s’écarteront qu’̀a la marge3 ; (ii) une forte
dépendance vis-à-vis des conditions initiales des valeurs de perplexité finalement atteintes. Ce
résultat est confirḿe par l’observation de la figure 2, qui donne pour chacune des 20 initialisa-
tions le pourcentage d’accord avec les catégories initiales. Suivant les cas, l’algorithme parvient
à retrouver entre 60% et 80% des catégories Reuters.

Distribution des classes Le mod̀ele de ḿelange de lois multinomiales ne construit qu’en
apparence des associations floues entre thèmes et documents. Dans la pratique (Rigouste et al.,
2005), la tr̀es grande majorité des documents est affectée avec probabilité 1à un th̀eme unique.
Pour contraster ce comportement avec celui de LDA, nous avons, pour chacun de ces deux

3En particulier, on n’observe pas de renumérotation des classes sur une trajectoire de l’échantillonneur : il semble donc possible de moyenner directement les valeurs des paramètres sur
un ensemble de configurations.
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FIG. 1 –Évolution de la perplexit́e.
Chacune des 20 courbes représente l’́evolution de la perplexité calcuĺee sur 500 documents de
test en fonction du nombre de simulations. Pour chaque point, les paramètres sont estiḿesà

partir de la configuration d’indicatrices courante.
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FIG. 2 – Score de classification pour chacune des vingt initialisations.
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mod̀eles, calcuĺe l’entropie moyenne de la distribution des thèmes assigńesà un document pour
un ensemble de 500 documents de test (avecnT = 5). En conservant les notations de la section
4, la grandeur mesurée est donc une moyenne (sur 20 simulations) de :

exp

(
1

nD
∗

nD
∗∑

d=1

−αd log(αd)

)

Lorsque l’on construit une classification ennT thèmes, cette grandeur varie entre 1 (affectation
déterministe) etnT (répartition uniforme). Alors que, pour le modèle de ḿelange de lois multi-
nomiales, cette grandeur est toujours très proche de 1 (sur les 20 initialisations, la moyenne est :
1.02), pour LDA, cette valeur approche 2 (en moyenne : 1.98), prouvant que ce modèle permet
effectivement de construire des classifications non-déterministes.

Calcul de la vraisemblance La figure 3 repŕesente la dispersion statistique de l’estimateur de
la vraisemblance de deux documents choisis aléatoirement en fonction du nombre de simula-
tions Monte Carlo, selon que le nombre de thèmes est respectivement fixé à 5 età 20.
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FIG. 3 – Estimation de la log-vraisemblance en fonction du nombre de simulations Monte Carlo
pour, en hautnT = 5, en basnT = 20.

Deux tendances semblent se dessiner :
– lorsque le nombre de thèmes augmente, le nombre de simulations nécessaires pour stabiliser

l’estimation de la vraisemblance d’un document s’accroı̂t fortement ;
– utiliser un nombre trop faible de simulations conduità sous-estimer nettement la vraisem-

blance.
Les m̂emes observations valent pour le calcul des probabilités d’appartenancèa un document,
ce qui sugg̀ere que l’utilisation de LDA pour projeter des documents dans un espace sémantique

JADT 2006 : 8es Jourńees internationales d’Analyse statistique des Données Textuelles



QUELQUES OBSERVATIONS SUR LE MOD̀ELE LDA 9

devra s’appuyer sur des méthodes plus efficaces et fiables de calcul de ces projections que celle
emploýee ici.

Caractérisation des classes Dans le mod̀ele LDA, une ḿethode pour identifier les termes
caract́eristiques d’un th̀eme consistèa ordonner les mots en fonction du rapport entre leur pro-
babilité dans un th̀eme (donńee parβ) et leur probabilit́e unigramme dans l’ensemble du corpus.

La table 1 liste les mots caractéristiques pour les cinq thèmes construits en estimant les pa-
ramètres sur l’ensemble du corpus. Seuls les mots apparaissant plus de 10 fois ontét́e conserv́es.
Si l’on reconnâıt, dans les trois premières colonnes, respectivement les catégories Reuters “Art”,

cartier homer epicentre impreza oshawa
matthau rookie lahore nac aetna
caballe fours fireballs heerenveen daimler

glamorous equaliser millon breda flynn
malraux starter evacuation pts brca
karmitz ince runway cosworth erm
coggan header skidded caledonia reimbursement
archive tendulkar planta denotes camdessus
vulgar puck maces gf biotech
lover strawberry torrents summaries sanofi

murdered coyotes acari tabulated awote
eastwood schmeichel spiritus prefix outcomes

TAB . 1 – Mots caract́eristiques

“Sport” et “Catastrophes”, le quatrième th̀eme est art́efactuel et regroupe un ensemble de courtes
dép̂eches sportiveśenonçant simplement les résultats d’uńevénement. La cinquième colonne
est plus ḿelanǵee, contenant des termes typiques des catégories “Emploi” et “Sant́e”.

6 Conclusion et Perspectives

En conclusion de cette brèveétude, il apparâıt que :
– le mod̀ele LDA permet de construire des classifications qui sont réellement non-d́eterministes

et qui recoupent, avec une bonne précision, les catégories d’origine. Cet effet est atteint par
une mod́elisation toutefois peu naturelle, qui autorise le changement de thèmeà chaque mot.

– l’estimation du mod̀ele paréchantillonnage de Gibbs est possible, quoique computationnel-
lement lourde, mais les estimateurs résultants d́ependent fortement des conditions initiales :
l’obtention d’́echantillons suffisamment décorŕelés demande de relancer l’échantillonneur̀a
partir de plusieurs configurations initiales ;

– le calcul de la vraisemblance d’un document, comme celui de sa projection dans les différentes
classes, par Monte Carlo conduità des ŕesultats qui sont d’autant plus fiables que le nombre
de th̀emes est petit ; il en va de même pour l’estimation desαd. L’utilisation de LDA pour
construire des représentations multi-dimensionnelles dans des espaces de plus grande dimen-
sion exigera d’avoir recours̀a d’autres stratégies d’estimation.

Ces observations restentà affiner en consid́erant l’effet de pŕetraitements plus sophistiqués (en
particulier pour ŕeduire la dimension du vocabulaire d’indexation) et en examinant d’autres
corpus. Nous envisageonségalement de poursuivre l’étude exṕerimentale de ce modèle en
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consid́erant des ḿethodes alternatives de calcul de la vraisemblance et en examinant la ques-
tion de la d́etermination automatique du nombre« idéal» de th̀emes, abord́ee dans Griffiths and
Steyvers (2004), ainsi que les diverses extensions de LDA proposées plus ŕecemment eg. dans
(Blei et al., 2004; Griffiths et al., 2005; Blei and Lafferty, 2005).

Annexes techniques

Loi de Dirichlet La loi de Dirichlet d́efinit des distributions de probabilité sur le simplexe.
Chaque observation multi-dimensionnelleα = (α1 . . . αnT

) vérifie donc :
∑nT

i=1 αi = 1. En
dimensionnT , cette loi est paraḿetriśee par un vecteur denT param̀etresp = (p1, . . . , pnT

). La
probabilit́e d’une observationα est :

P(α|p) =
Γ(
∑nT

i=1 pi)∏nT

i=1 Γ(pi)

nT∏
i=1

αpi−1
i ,

où Γ dénote la fonction Gamma d’Euler. Lorsque tous lespi sontégauxà λα, cette expression
se simplifie en :

P(α|λα) =
Γ(nT λα)

Γ(λα)nT

nT∏
i=1

αλα−1
i

Détails du calcul de la vraisemblance complète

P(Wd, Td|αd, β) =

ld∏
i=1

P(Wdi, Tdi|αd, β)

=

ld∏
i=1

P(Wdi|Tdi, αd, β) P(Tdi|αd, β)

=

ld∏
i=1

(βTdiWdi
αdTdi

)

=

nT∏
t=1

(
αNtd

dt

nW∏
w=1

β
Kd

tw
tw

)
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Détails du calcul de la vraisemblance conditionnelle

P(W, T ) =

=

∫
β

∫
α

P(W |T, β)p(T, α, β)dαdβ

=

∫
β

∫
α

(
nD∏
d=1

ld∏
i=1

P(Wdi|Tdi, βTdi
)

)(
nD∏
d=1

ld∏
i=1

P(Tdi|αd)

)
(

nT∏
t=1

p(βt|λβ)

)(
nD∏
d=1

p(αd|λα)

)
dαdβ

=

∫
β

∫
α

(
nD∏
d=1

ld∏
i=1

βTdiWdi

)(
nD∏
d=1

ld∏
i=1

αdTdi

)
(

nT∏
t=1

Γ(
∑nW

w=1 λβ)∏nW

w=1 Γ(λβ)

nW∏
w=1

β
λβ−1
tw

)
(

nD∏
d=1

Γ(
∑nT

t=1 λα)∏nT

t=1 Γ(λα)

nT∏
t=1

αλα−1
dt

)
dαdβ

=

nT∏
t=1

(
Γ(nW λβ)

Γ(λβ)nW

∫
β

nW∏
w=1

β
Ktw+λβ−1
tw dβ

)
nD∏
d=1

(
Γ(nT λα)

Γ(λα)nT

∫
α

nT∏
t=1

αNdt+λα−1
dt dα

)

=

nT∏
t=1

(
Γ(nW λβ)

Γ(λβ)nW

∏nW

w=1 Γ(Ktw + λβ)

Γ(Kt + nW λβ)

)
nD∏
d=1

(
Γ(nT λα)

Γ(λα)nT

∏nT

t=1 Γ(Ndt + λα)

Γ(ld + nT λα)

)
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