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��� ��� �����
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���� �&������� �� %34 )!���� ���
���� ��������, !���
�����5
����
���� �6�� 2� %34 ��� !���� ��������� 
����� 
����� ���� ���� �

������ ����� P �� ����� ���� 
���������� �� ��� ��!�� 
��������� �� *�+0 ��
s �� ��� ����� )������� 
�������, x �� ��� 
����� ��� y = s + x �� ��� ������

������� ����� !������ ���� w(x) ≤ P �

��� ����� �� ����� ����� 
������� �� �'�������� ����� !������ �� 
����������
�������� �� �� ��� ��� 
���!��� )!��� �������� ������,� ��� ����� �������� !���
��!�� 
���������� ��#��� ��� �������� ������ �� ��
���� y !��
� 
�� �� ����������
-�� *�+7%34 ��� �������� ������ �� � ������� ������ ����� ��� ������
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 �� (

���������� �� 
���������� �������� ��� ������ ���� s �� � 
���5
!��� !��� ��! ������ ���
� ������ !��� !���� ������ �� ��� ������� %� !���
��� ��"� ���� ��������� ��� �!� �������� +�������� �� ���� ��� �'���� �� *�+�
8��� !� "��! �� �� 
���� !���� ������ 
�� �� �������� �� �� ���� ����������
-��������� �� �������� �
� ��������� ��� ������ 
�� ��
���� ����� �� �����
������� !��
� 
��� ��� �� 
����
����

������ �� 8������ �'����� �� 
���������� ������ �� ��� %���� 2������� 4��5
��� )%24, !���� �!� 
����
���� ������ ���� 
����� �� 
������ �� ��� ����
���������� 2� ����� !���� ��� �������� ������ �� ��� ��� {x+ s : x = (x1, . . . , xn),
xi = 1 ⇒ xi−1 = xi+1 = 0} !���� s �� ��� ������ ����� ��� x0 = xn+1 = 0 ��

����������

*�+ )%34, ��� %24 ���� ���� ���� � 
���� �� 
������� !���� ��� �������� ��5
����� ��� ����������� ��������� ���������� ���� 
����� ��
���&��� *� ����
!� ���� ���� �� Fs �� ��� �������� ������ ���� s ���� Fs′ = Fs − s + s′�
9�� � 
��� ���� 
���� ���23 )
���������� 
������� !��� ����������� ���������
�������,�

� ��	 ���
� ��	��

8� (n, M)q 
��� C �� �� M 5��� �� n5����� ���� � q5��� ��������� %��� q = 2
!� ��� ������� ��� ���
����� ��� ������� ������
� d(x,y) �� ��� ����� ��
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��������� !���� ��� �!� ����� ��:��� ��� ������ ������
� d = d(C) �� C �� ���
����� ������
� ���!��� �!� ��:����� 
���!����� %� ��� ���� C �� �� (n, M, d)q 
����
��� 
������� ����� r �� C �� ��� ������� ������
� ���!��� � ��
��� y ∈ Qn ��� ���

����

��� ������� �� 
������� 
���� ������ �� #����� 
���� ���������� r �����
n ��� M  !������ ��� ������� �� �����5
����
���� 
���� �� ���� ��'������� d
����� n ��� M �

%� ���� ��#�� ���������� ������� !��
� !��� �� ���� !��� ������ ��
���������
 
����� %� ��#�� ��� ���� logq M/n ��� ������
� δ = d/n ��� ���

������� ����� ρ = r/n�

� ��	� �� �����

2� ����� �� ��"� � �

����� 
��� ��� ���23 !� ���� ��� ����� ����� s ���
����� ������� m �� ���� �� ����� ��� 
���!��� x 
������������ �� m �� ���
�������� ������ �� s� -��������� !� ��&��� ��� 
��������� ��� �����5
����
����
���� !� ��� ����� %� !��� ���� e5����� 
����
���� ���23 
�����

����� �� ��	 ������ �� x ∈ Fy ���� y ∈ Fx�

9�� Bi �� ��� ��� �� !���� 
������������ �� ������� i� %� ��&��� ���� ��� ���
s Fs ∩ Bi �= ∅� *� ��� ����� ����� ���� �� �&������� ��

⋃

b∈Bi

Fb = �
n, ).,

���� ���� ��� �������� ������� ����� ��� !���� �� Bi 
���� ��� ���
�� 2� ��� ���
�� �������� �������� �� i = 1, . . . , M  ���� !� ��#��

CF =
M⋃

i=1

Bi.

%��� ��� �������� ������� ��� ������� �� ����� ρ ���� �� �� ��� ���� Bi ��� ��
� 
������� 
��� �� 
������� ����� ρ �� �������� -�� ����� �������� ������� �� �� �
���� ������� ����	��� �� F ��������

2� ����� �� 
����
� � �� e ������ !� ��&��� ���� �� i �= j ���� d(Bi, Bj) >
2e� 2� �� �;
���� �� ��&��� ���� CF ��� ������ ������
� 2e+1 �� ����0 ����
���� CF �� e5����� 
����
����� -��������� �� � ��
������ 
�������� �� �����
��� �!� 
���!���� !��� ������
� �� ���� 2e ����� ���� ��� ���� �� ��� ����
��� Bi�

2� � ����� !� ��� �� ��
" ��� ���
� !��� 
�������� Bi �
� ���� !� ��������
� ������ ������
� �� 2e + 1 � ������� ������ �� �6��

%� ��� ���� � ���23 
��� (B1, . . . , BM ) �� ������ �� CF �� � ������ e5�����5

����
���� 
��� Bj �� � ��
��� ���������� )., ��� ���� j ��� ��� Bi ��� 
�����
�� Bj �� CF � ������� �� ��������� Bi �����#�� )., !������� Bj �����
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9�� an = #F0� -�� ���23 ��� ��� �������� ������� 
������ ���� ��� ���� ��<��

����� �� ��	 �� (n, M) ����� ����� �� ����

M ≤ an

����� �� ��	 ��	�� ����	 ������ �� ����

an = V (n, R) =
n∑

i=0

(
n

i

)
.

2� ��� 
��� �� %34 ��� ����� ����� 
������� � ������ ���23 
��� �� ����

����� � ������ 
���� %� 
��� CF ��� #�� 
��� ��� CC ⊆ CF ��� 
����� 
����
��� ������ 
��� �� ��� &������ C = CF /CC  ��� !� ��� ���� C �� �� [n, K; d1, ρ]

��� !���� K = kF − kC �� ��� ��������� �� C� ��� �����!��� ����� �� !���
"��!��

����� � 	
������� ������� ��	 ��� [n, K; d1, ρ] ������ ����� �� ����
ρ ≥ d1�

� ��������� �����	
�	

��������� � 	�������� ���  ����	�! ���	��� �� � ����	��� ���������� ��	�����
X �	��� �	�� � ��� X �� ��"��� ��

H(X) = −
∑

x∈X
P (X = x) log P (X = x).

��� ����������� ���	��� �� X ���� 	������ �� ������	 ����	��� ���������� ��	�����
Y �	�� Y ��

H(X |Y ) = −
∑

y∈Y
P (Y = y)

∑

x∈X
P (X = x|Y = y) log P (X = x|Y = y).

��� �����!��� ������� ������� ������� �� �6��

������ �� ��	 n ��	�� ���#��� ���	� �	� θn��		�	 ��		������ ����� ��	 �����
���� 	���

κ(θ) ≥ κ0 − H(2θ),

���	� κ0 �� ��� �����#� 	��� ��	 � �����		�	���		������ ���� ��	 ��� ���� ����
��	����� ��������

��� ����� �� �� ������ ��
���&�� �� �����!��

$	���� %� !����

S(B, i) =
⋃

b∈B

{x : d(x,b ≤ i}.
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-���� !� ��"� � 
��� CC �� ���� 1 − κ !����� �����5
����
����� 9�� S0 =
S(CC , 2θn − 1)�

%� ����� !��� B = {0} ��� 
�����
� � 
��� CC �� ��� �����!��� ������
���������� 2� ��
� ���� !� ��"� � ������ ��
��� y ∈ S\S(B + CC , 2θn − 1) 
��� ����� B �� �� ��� ������ ���� �� y ��� ��� ��
���� �� B� %� ���
��� ����
S\S(B +CC , 2θn− 1) �� ������ 	��
� ��
� !��� ��
���� �� B �'
���� �� ����
#S(CC , 2θn − 1) �������� ���� S0 !� ��� ����

#B ≥ 2n

#CC#S({0}, 2θn − 1)
≥ 2κn

#S({0}, 2θn − 1)
.

8���������
���� !� ���� #B ≈ 2(κ−H(2θ))n 9�� CF = B + CC  �� ���� C =
CF /CC ≡ B� ������� ��� ���� �� B ��� C �� κ − H(2θ) �� ��&�����

2� ��� 
��� �� ����� ����� 
������ κ0 = 1 − Rρ !���� Rρ �� ��� ������ ����
��� � 
������� 
��� !��� ����������� ρ�

������ �� ��	 ��	�� ����	 ����� ���� �� �		�	���		������� �� ��� ������ 	���
κ0 = H(ρ)�

(������ ���� !������� ρ > δ !� ��� ���������
 
���� !��� ���5<��� ���� ����
��� ����� ��������� -�� ρ = δ ��!���� ��� ��������� ���� �� /�� <����

������ �� %	� ���	� ���������� �������� �� ������ ����� ���� R>0 ��� ρ=d&

� ��	 ���  �
���!���
�

����� �� ��	 ��� [n, K; 1, 1] ������ ���� ���� ���� n� �� ���� K ≤ log n�

$	���� -�� � [n, kC ]1 
������� 
��� !� ���� kC ≤ n − log n !��� n �� ���� ���
��� �� [n, kF , 1] 
��� !� ���� kF ≤ n� ���
� K = kF − kC ≤ log n�

����� �� ���	� �� � [2K − 1, K; 1, 1] ������ ���� ��	 ��� K�

$	���� 9�� ��� 
����� 
��� �� ��� [2K − 1, 2K − 1 − K, 3]1 ������� 
��� ���
��� ��� #�� 
��� �� ��� [2K − 1, 2K − 1, 1] 
����

����	 �� %�
� �����' �'�� ��	 n = 3
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����	 �� %�
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[6, 5, 2] ���� ����0�

�����  � ���	� �	� [2K , K; 1, 1] ��� [2K − 1, K; 1, 1] ������ ������

$	���� ��� #�� 
��� �� ��� [n, n, 1] ��� ���
�� ��� 
����� 
���� ��� ��� �������

���� ��� ��� [2K , 2K − K, 1] ����
� �� �� � ������� 
��� ������ !��� �
<��� 
���� ��� ��� 
��� ��������� �� � ������ !��� �� !����� ����

����� !� ���	� �	� [2K , K; 2K−1, 2K−1] ��� [2K − 1, K; 2K−1 − 1, 2K−1 − 1]
������ ����� ��	 ��� �������� K�

$	���� 9�� ��� 
����� 
��� �� ��� [2K , 1, 2K ] ���������� 
��� ��� ��� ��� #�� 
���
�� ��� [2K , K, 2K−1] 3���54���� 
���� ��� ��
��� ��� �� ���������� 
���� ����
��
����� ��� ����� 
����

����� "� �� ���	� �� �� [n, K; d, ρ] ����� ���� ���	� �� �� [n − 1, K; d − 1, ρ]
���� �� �#���#	��� ��� �� [n − 1, K; d, ρ + 1] ���� �� ���	�������

$	���� ���� �����!� ������ ���� ��� �������� ������ �� ��
����� ��� �������5
��� �� �����5
����
���� ��� 
������� 
�����

����� �# 	$�%�� ��� [2m − 1, 2m − 1 − 2m, 5] '�( ���� ��� ρ = 3 ��	 m ≥ 3�



�����' -�'�� ��	 -����	����' 5�
�	� ��' ��	 ��	�� ����	 ,.,

����	 �� %�
� �����' �'�� ��	 n ≥ 7

��	�
���	� -��	�� �'� +��� �'�

[7, 3; 1, 1] [7, 4; 3]1 3�

��� [7, 7, 1]
[7, 3; 3, 3] [7, 1, 7]3 	��������� [7, 4, 3] 3�

���

[8, 3; 1, 1]

�
�����

10001110
01000110
00101010
00010110
00000001

�
����� [8, 8, 1]

[8, 3; 4, 4] [8, 1, 8]4 	��������� [8, 4, 4] �"�� 3�

���

[15, 4; 3, 3] [15, 7, 5]3 �-37�8 [15, 11, 3] 3�

���

[15, 2; 5, 5] [15, 5, 7]5 �-37,8 [15, 7, 5]3 �-37�8

[15, 2; 7, 7] [15, 1, 15]7 	��������� [15, 3, 7] �-37,8
[15, 4; 7, 7] [15, 1, 15]7 	��������� [15, 5, 7] � �� 	�' !��'�5 $$�	

[16, 6; 4, 6] [16, 5, 8]6 !5(1, 4) [16, 11, 4] !5(2, 4)
[16, 4; 8, 8] [16, 1, 16]8 	��������� [16, 5, 8] !��'�5 $$�	

[27, 6; 11, 13] [27, 1, 27]13 	��������� [27, 7, 11] 9.:
[28, 6; 12, 14] [28, 1, 28]14 	��������� [28, 7, 12] 9.:
[31, 5; 3, 3] [31, 21, 5]3 �-37�8 [31, 26, 3] 3�

���

[31, 5; 5, 5] [31, 16, 7]5 �-37,8 [31, 21, 5]3 �-37�8

[31, 5; 7, 7] [31, 11, 11]7 �-37)8 [31, 16, 7]5 �-37,8

[31, 5; 11, 11] [31, 6, 15]11 �-37*8 [31, 11, 11]7 �-37)8

[31, 5; 15, 15] [31, 1, 31]15 	��������� [31, 6, 15] � �� 	�' !��'�5 $$�	

[32, 5; 2, 2] [32, 26, 4]2 !5(3, 5) [32, 31, 2] !5(4, 5)
[32, 10; 4, 6] [32, 16, 8]6 !5(2, 5) [32, 26, 4] !5(3, 5)
[32, 10; 8, 12] [32, 6, 16]12 !5(1, 5) [32, 16, 8] !5(2, 5)

[36, 20; 4, 13] [36, 8, 16]ρ ρ ≤ 13 [36, 28, 4] C⊥
C

[49, 9; 20, 24] [49, 1, 49]24 	��������� [49, 10, 20] 9.:
[63, 6; 1, 1] [63, 57, 3]1 �-37.8 [63, 63, 1] � $$ �'�
[63, 6; 3, 3] [63, 51, 5]3 �-37�8 [63, 57, 3]1 �-37.8

[63, 6; 5, 5] [63, 45, 7]5 �-37,8 [63, 51, 5]3 �-37�8

[63, 6; 7, 7] [63, 39, 9]7 �-37)8 [63, 45, 7]5 �-37,8

[63, 3; 9, 9] [63, 36, 11]9 �-37�8 [63, 39, 9]7 �-37)8

[64, 15; 4, 8] (u, u + v) ����	 ����
[64, 15; 16, 28] [64, 7, 32]28 !5(1, 6) [64, 22, 16] !5(2, 6)
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��� �� ��� [2m − 1, 2m − 1 − 2m, 5]3 *��)6, 
��� ��� ���
#�� 
��� �� ��� ������� 
����

����� �� 	$�%�� ��� [2m − 1, 2m − 1 − 3m, 7] '�( ���� ��� ρ = 5 ��	 m ≥ 4�

&������ �� ���	� �� � [2m − 1, m; 5, 5] ������ ���� ��	 ���	� m ≥ 4�
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$	���� ��� 
����� 
��� �� ��� [2m − 1, 2m − 1 − 3m, 7]5 *��)�, 
��� ��� ���
#�� 
��� �� ��� [2m − 1, 2m − 1 − 2m, 5]3 *��)6, 
����

����� ��� ���	� �	� [22m+1 − 2m, 2m +2; 22m − 2m, 22m] ��� [22m+1 − 2m −
1, 2m + 2; 22m − 2m − 1, 22m − 1] ������ ������

$	���� ��� 
����� 
��� �� � ���������� 
���� ��� #�� 
��� �� � [22m+1−2m, 2m+
3, 22m − 2m] 
��� �.� �� � ��
���� ������� �� ���

����� ��� ���	� �� �� [6, 4; 2, 2] ������ ����� �� ��� [6, 3; 2, 2]� [6, 4; 1, 2] ���
[6, 4; 2, 3] ����� �	� ��������

$	���� ��� �������� 
������� 
��� �� ρ = 2 ��� n = 6 ��� kC = 2 �� �� ���
K = 4 !� !��� ���� kF ≥ 6 !��
� !��� ���� d = 1�

" ��	 #��	� $!
�� 
 ��	 %	��	� ��	 ���	
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����� ��� ��	 �� [n, K; d, d] ������ ����� �� ����

2K ≤
(

n

d

)
+ 1.

$	���� �������� ��� ������ �� CC ��� ��� ����� �� ����� ρ = d ����� �����
������� *�
��� ρ �� ��� 
������� ����� �� CC  ����� ����� 
���� ��� ���
�� 	��
�
CF ��� ������ ������
� d = ρ �� 
�� ���� 
������ ������ �� ��� ������ ��
����� ����� ������� ��� ������ �� CC � ���
�

#CF ≤ #CC ·
((

n

d

)
+ 1

)
,

��� ���
�

#(CF /CC) ≤
((

n

d

)
+ 1

)
,

�� ��&�����

%� ���� ���� ���� ���� ���� 
�� �� ��� !��� �&����� ��� ρ = 1� -�� ρ > 1
�'
��� ρ = n = 2 !� ���� ���&�����0 ���=� ��� ���� ��� ρ = 2 #����

����'����� �� ��	 �� [n, K; 2, 2] ������ ���� ���� n > 2� �� ����

2K <

(
n

2

)
+ 1.

$	���� 	����� ��� ���� !��� ��� !��� �&������ 	��
� CC �� � 
������� 
���
�� ρ = 2 !� ����

2n ≤ 2kC

(
1 +

(
n

1

)
+

(
n

2

))
≤ 2kC (2K + n) ≤ 2kF + 2kC n.
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-�� ��� n > 2 !� ����

n < 1 +
(

n

2

)
,

!��
� �� �&�� �� 2K �� ���������� ���� �����

2n < 2kF +1,

��� 
������ n ≥ kF  �� !� ��� n = kF 0 �� ���� d = 1 < 2 ������ � 
�������
�����

%� �� ���� ���������� [n, 1; n, n] ������ 
���� ��� ��� n� ���� ���� ���� ��� <���
!��� ��� CC  �� [n, 1, n] ���������� 
��� ��� CF �

����'����� �� ��	 �� [n, K; d, d] ������ ����� �� ����

2K ≤ A(n, d, d) + 1.

2� �� ������� ���� ���� ���� ���� �� �������� ���� 9���� .� !��� ρ > 2�

$	���� %� ����� �� !� ��� ������� 9���� .� !��� ��� ����� �� ����� ρ �����
��� ������ �� CC � ��� ������ �� ��� ���� ����� x ��� ��� ������ x+y !���� y
��� !����� ρ� (������ ��� ������
� ��&������� ��� y ���� !� 
����� ��� CF

���� ���� ���� !��� ���� �� ���� � 
������� !����� 
��� �� !����� ��� ������
�
ρ = d�

������������ !� ��� ��� �����!��� ����������� ��� !��
� !� ����� ��� ������

����'����� �� ��	 �� [n, K; d, ρ] ������ ����� �� ����

2K ≤ 1 +
ρ∑

w=d

A(n, d, w).

& ��	 �
���!���
�

������ �� )�� U = UF /UC ��� V = VF /VC �� [n, KU ; dU , ρU ] ��� [n, KV ;
dV , ρV ] ������ ������ )�� Ui ◦ Vi ������ ��� (u,u + v) ����������� �� UI ���
UV � ���� �� ��� ��	� � ������ ���� C = U ◦ V = (UF ◦ VF )/(UC ◦ UF )� ��� C
�� � [2n, KU + KV ; d, ρ] ������ ���� ���� ρ ≤ ρU + ρV ��� d = min{2dV , dU}�

��� ����� �� ������ ���� ���������� ������ �� ��� ���������� �� ��� 
����5
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